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ONTA-SE que Ptolomeu Filadelfo, rei do Egito, quando, 

ainda moço, aprendia com Euclides, pediu ao mestre que 

lhe simplificasse algumas demonstrações geométricas. E o sábio 

matemático respondeu-lhe: «Senhor, não há na Geometria caminhos 
particulares para os reis». í; 

O professor Jacomo Stávale, entretanto, sem abrir caminhos 
particulares para os jovens que se iniciam na Matemática, soube 
tornar-lhes mais suave o estudo da ciência de Pitágoras e de 
Euclides. Com uma larga experiência do magistério, tendo lecio- 
nado Matemática a milhares de alunos, e inteiramente convencido 
de que é impossível ensinar a MATEMÁTICA PURA aos moços recem- 


saídos da escola primária, conseguiu, com uma habilidade nem, 


por todos ainda compreendida, evitar as asperezas que os jovens 
estudantes encontram no caminho árido da abstração, tornando- 
lhes assim mais amena a aquisição das primeiras noções da ciência 
que imortalizou Leibnitz, Newton, Descartes, e tantos outros. ` 

Uma excelente orientação didática e sólidos conhecimentos 
da matéria em que se aprimorou, permitiram ao professor Stávale 
esta coleção de excelentes obras, que ora chega à quarta, série, 
e de cujo valor é elogiiente testemunho o elevado número de 
edições em pouco tempo esgotadas. 

A clareza da exposição, à criteriosa gradação das dificuldades, 
os numerosos e eficientes exercícios orais, a cuidadosa escolha dos 
problemas para habituar"o educando ao rigor do raciocínio, ex- 
plicam o-êxito que êste curso de Matemática tem alcançado. 
E tal êxito irá merecidamente coroar o volume ora publicado, o 
qual constitue um ótimo serviço prestado aos estudantes que, 
não procurando os caminhos tortuosos desejados por Ptolomeu, 
bendizem, entretanto, os que sabem aplainar-lhes as dificuldades 
existentes na estrada reta que os leva à conquista da ciência de 
Arquimedes. E 


Fevereiro de 1935. 
JOAQUIM SILVA 


Prefácio 


Sans les Mathématiques, on ne pénètre point 
au fond de la Philosophie; sans la Philosophie, 
on ne pénètre point au fond des Mathématiques; 
sans les deuz, on ne pénètre au fond de rien. 


LEIBNITZ 


Neste volume procurei desenvolver, de um modo tão simples 
e claro quanto possível, o programa de Matemática da quarta 
série ginasial, de acôrdo com a portaria ministerial n.º 170 de 
11 de julho de 1942. EaD 
l Os problemas do primeiro grau com duas incógnitas foram 
apresentados em três séries, logo depois dos parágrafos 9, 11 e 12, 
nos quais ensinei os métodos mais simples para resolver sistemas 
do primeiro grau com duas incógnitas. Entretanto, as considera- 
- ções gerais sôbre êstes mesmos problemas estão nos parágrafos 28 
a 36. Falta de método apenas aparente. 

Com efeito, seguindo à risca o programa oficial, os problemas 


acima mencionados deveriam figurar no final da Unidade I. 


Pareceu-me, porém, mais acertado, apresentar tais problemas, logo 
depois de ensinar os métodos de eliminação; ensinado um dêsses 
métodos impõe-se, a meu ver, a necessidade de dar ao aluno 
todos os exercícios e problemas necessários para firmar o conheci- 
mento dêsse mesmo método. l 

Entretanto, é claro que os srs. professores podem dar os 
problemas do primeiro grau com duas incógnitas, depois do pará- 
grafo 36, se assim julgarem mais acertado. 


Desenvolvendo a Unidade III, dei algumas noções bem 
` elementares sôbre as equações biquadradas e irracionais. Claro 
é que não se trata de matéria extranha ao programa, visto que 
tais equações se reduzem, quasi sempre, a equações do segundo 


RA 
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grau. Aliás, essas noções se nos afiguram indispensáveis. Por 
exemplo, se quisermos calcular as dimensões de um retângulo, sendo 
dadas a diagonal e a área, teremos de resolver um sistema do segundo 
grau com duas incógnitas, o qual, depois de eliminada uma das 
incógnitas, nos conduz a uma equação biquadrada. 

Relativamente às equações irracionais, não podemos por em 
dúvida a utilidade do conhecimento de alguns tipos bem simples 
dessas equações. Por exemplo, no problema do poço (876) temos 
de resolver uma equação irracional, aliás muito simples. 


$ 
* X 


Com êste compêndio fica concluída a minha nova série de 
livros para o ensino da Matemática no primeiro ciclo do curso 
ginasial. Procurei desenvolver o programa oficial, de um modo 
tão completo quanto possível, colocando-me sempre ao nível dos 
jovens que frequentam êsse primeiro ciclo. 

Senões, é muito provável que existam nestes quatro volumes; 
aos meus amigos que lecionam Matemática, que são milhares e 
que, de todos os recantos de nossa pátria, me distinguiram sempre 
com palavras de aplauso e confôrto eu peço, com a sinceridade 
de sempre, que se dignem honrar-me com a sua crítica serena e 
imparcial. É é 


São Paulo, outubro de 1943 
O AUTOR 


Rua Safira, 9 


Abreviaturas usadas neste livro 


eram 


EMP N orres Elementos de Matemática, 1.° volume 

PM SNV eiaei Elementos de Matemática, 2.° volume 

PAME: Vo oeenn Elementos de Matemática, 3.º volume 

COD scene ssa Como queríamos demonstrar. 

O.p.v. ............. opostos pelo vértice 

pi «1.1... tem por medida 

alt.int. .......:... alternos-internos ` 

alt eK se T am alternos-externos E 

cont ade rsaa colaterais-internos 

col.-ext. “.......... colaterais-externos 

Es hipótese operated, tese 

td circunferência ORo circunferências 

Rb a perpendicular E perpendiculares 

A .--.. triângulo ARS triângulos 
Edo PR diferente de | .... paralela ou paralelas | 
TE paralelogramo [E .... paralelogramos 

VEES ângulo 4 .... ângulos 

hip. .... hipótese «“. ... donde, portanto, então 

complis. . complementares supls. . suplementares 

ABC ... ângulo ABC Rs ângulo 1 
e ângulo A “mo . semelhante ou semelhantes 

tang. ... tangente . sec. ... secante 


o” 


O go NO gr jo co po H Z 


19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 


26. 
27. 


S 
Indice-Sumário 


ALGEBRA 


Cap. I — Equações do Primeiro Grau 


. As coordenadas cartesianas no plano... .........ccc.. 


Funções/€  VADÁVEISS mto nto aro adaiats AE aver ca PAPA É a à 
Equações com duas incógnitas.............cccscssso.. 
Umaltunçãos de: mm esco S a E E acende am CAES ER Pu ai 
Funções explícitas e implícitas................... eass sie 
Gráfico de uma função delirar maria Å 
Equações simultâneas. ......,....ccccicccciccrrccs 
Resolução de um sistema de duas equações simultâneas... 

Eliminação por adição................... a E a a 
Forma normal das equações. .........ooenne eue usune 


. Eliminação por substituição.............cciccccliciss 


Eliminação por comparação... ........cccccccccreceee 
Equações simultâneas fracionárias........... neones osun 
As fórmulas desCramer...........cccccccicccccrercera 


Equações simultâneas literais. .........cccccccccccccico À 
- Discussão das fórmulas de Cramer ............cccccct.. 
. Resolução gráfica das equações amultaneas; E DAN Sena ar 
» Casos particulares............ccccciicccesiccrer tre 


Es isto das pesadas 


Preliminares................. E DES EU 1 E pa 2 E A 
Desigualdades asia A e LE E E EA 


negua ções. us a do Sora a ea SU a E Dio E 


Teoremas relativos às desigualdades. ................... 
A radiciação nas desigualdades ............cccccl cce... 
Resolução das inequações.........ecceccccccccertrcres 
Inequações simultâneas do primeiro grau com uma in- 

COSTA e sei a RR o gr o toa RA ES RR 
Inequações simultâneas do primeiro grau com duas in- 

COPDILAS aos e TI ga RSRS, SECR RIO E PRE ANE ço ce E 
Urmartificio dercáleulos e ss aurea ee eta ge A EIEEE 


pç em sa 


XI 


28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


34. 
-35. 
36. 


37. 
38. 
39. 
40. 
41. 


43: 
44, 
45. 
46. 
47. 
“48. 
49. 
- 50. 
5l. 
52. 
53.. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 


59. 
60. 
61. 
62. 
63. 


65. 
66. 


Elementos de Matemática 


Cap. II — Problemas do Primeiro Grau 


Observações preliminares. , 2a saques onria arie é 
Problemas do primeiro grau com uma ingogimta AARE 
Resolução de alguns problemas.............c..... EFE 
As soluções negativas............ Do E ul SENSO hai EE 
As soluções fracionárias.......... ononon ooroo nouer eno 
. O infinito nos problemas...........icccccciccicric 
Problemas indeterminados................. e aes A 
O problema dos correios. ...... aona nanona nara na ee 
Problemas do primeiro grau com duas incógnitas......... 


Cap. IV — Números Irracionais 


Números irracionais............ P SEEN S es ROSS ben 
Cálculo dos radicais...........ccciccccccc o E 
Valor aritmético de um radical. ........cccccccccc o 
Eliminação de um radiçal.........cccis cics sccircr `. 
Teorema fundamental do cálculo dos radicais............ 
. Simplificação dos radicais. ..........cicccicccccicicia : 
Transformação de um radical em fração decimal......... 
O radicando fracionário.........ccccciiicicc co 
Radicais semelhantes. ........ccccicccc cce 
Redução de radicais ao mesmo índice................... 
Comparação de radicais...........ccccccicsccricctics 
Adição de radicais? Muse ves masai presa ENEE alarde 
Sübtração de: rIdicaiS ys sis. An E acne sagas 
A raiz quadrada de 3................... te iara 
Multiplicação de radicals ani orie ciaee oe E E eiA 
Divasão de radicais. mass ea AA ao pa era Er A OARE DS 
Potenciação de radicais....... n... nnna nonnario nnne 
Radiciação de radicais........cccccccccccciter es 
Frações irracionais...........ccccccc crie E aa ATA 
Os números imaginários............cccccisesiccerceeo 
O quadrado da unidade imaginária.........ccccccccccio 
As potências da unidade imaginária... ...... sunnan nna 


Cap. V — Equações do Segundo Grau 


Preliminarese A anna or a a a ia aa Vas A E q 
A radiciação nas equações do segundo grau.............. 
Resolução da equação az? +br=0............cccccc... 


Resolução da equação az? [ce =0..........cc cc. 
O trinômio quadrado perfeito..............ccclcccco 
Resolução direta da equação az?+bz+c=0............. 
Resolução indireta da equação az? +bz +ce=0............ 
Resolução da equação 1º+pz tg =0...........ccccc... 


67 
68 
69 
71 
73 
74 
75 
75 
82 


67. 
68. 
69. 
70. 
71. 


72. 
73. 
74. 
75. 
76. 
77. 
78. 


79. 


80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 


89. 
90. 
91. 
92. 
93. 
94. 


95. 
96. 
97. 


Índice-Sumário XII 





Raízes reais e imaginárias; o discriminante.............. 128 
Discussão da fórmula resolutiva da equação az? +bz4+-c=0 131 
Relações entre os coeficientes e as raizes................. 133 
Aplicações das relações Me N...........lc cc, 135 
O trinômio do segundo grau............cciccciiicoo .. 140 


Cap. VI — Problemas do Segundo Grau 


Equações biquadradas...........ccccccc. RR a 143 
Equações irracionais.............ccciicio. Bo era ea 145 
Resolução das equações irracionais.............ccicccc. 146 
Problemas do segundo grau com uma incógnita.......... 150 
Oproblema:dO:poço. +... samira A piel data aa 156 
O problemasdas luzes... ves mei aan a ear RINS 158 
Problemas do segundo grau com duas incógnitas; sis- 
temas do segundo grau..........ccccciiiiiiiiiice o 164 
Artifícios de cálculo para o segundo grau............... 166 


GEOMETRIA 


Cap. VII — Linhas Proporcionais. Semelhança 


Princípio cartesiano ou lei dos sinais ......... RR Mae 175 
Divisão harmônica...........ccccicc ea E a e 178 
Primeiro teorema de Tales.. .... 0... nnn nnn annann 182 
As bissetrizes no triângulo.. ................ Enade RG Pau 183 
Semelhança de triângulos.. 188 
Segundo teorema de ERES RA o corno Ps 189 
Casos de semelhança de dois triângulos................. 190 
Semelhança de polígonos...........ccciiiiiciiiiici 193 
Construções geométricas..... N SARRO ET ÇÕ 196 
Cap. VIII — Relações Numéritas no Triângulo 
BRO JEÇÕ ES ao EE E hs de ERA UG de NADO ARA 199 
O teorema de Pitágoras...........ccccciciccccceccio 200 
Relações numéricas nos triângulos obliquângulos........ 203 
Para calcular as medianas de um triângulo.............. 204 
Fórmula para calcular a altura de um triângulo.......... 206 
Para calcular as bissetrizes de um triângulo... ........... 208 
Cap. IX —- Relações Numéricas no Círculo 

Cordas e diâmetros...........cccccicicitiiiceriiceia 216 
O raio de um círculo circunscrito a um triângulo......... 216 
Potência de um ponto em relação a um círeulo........... 217 


cccrcre 


t ~ 





XIV Elementos de Matemática 
98. Construções geométricas. ......). e.o eeaaow.s onun nonno 220 
99. Representação gráfica dos números irracionais. .......... 222 
100. A divisão áurea de um segmento retilíneo............. 223 
Cap. X — Polígonos Regulares , 

101. Teoremas fundamentais..... ERAS nr AR PERA eee TARA 280 
102. Inscrição dos polígonos regulares de 4X2” lados......... 283 
103. Inscrição dos polígonos regulares de 3X2” lados......... 235 
104. Inscrição dos polígonos regulares de 5X 2º lados......... 237 

105. Lado do polígono regular de 2n lados em função do de 
maos as ps ln E ram qui nana RR is 238 
Cap. XI — O Comprimento da Circunferência 
106. Definição do comprimento de uma circunferência. ....... 243 
107. Relação entre a circunferência e o diâmetro............. 244 
108 Calculpide Me ear asas Dre eos ne aaa ns ae sr sie 245 
109. O comprimento de um arco de círeulo.................. 247 
110. “Osradiano; asana a E E JRR E PO S TEA N A ` 248 

ai 7 
Cap. XII — Areas das Figuras Planas 

111. Area do tetânaulonr n eaan e e a DE Tai 253 
112.. Área do paralelogramo ES RI sc req E a da 255 
1132 Area dotrniangulo ce ae nr en ça dr Ng Sn 256 
114. Ārea do trapézio. so cmi WA TA Dare DR PR 258 
115. Area do polígono regúlar.. isca erigir insi ese neaa aa 258 
116 Area do- circulo MRS nr rr ea A a RE aaa 259 
117. Comparação de AreaSn eon reei oee eE Ee ak 260 
118. O teorema de Pitágoras. ....... nnou nu anenun nunan nenna 263 
Exercícios, série L. A área do triângulo.............. 265 
Exercícios, série LI. Aárea do quadrilátero Rs 266 
Exercícios, série LII. A área dos polígonos regulares .. 268 
Exercícios, série LIII. A área do círeulo................ 269 


ALGEBRA 


CaríruLO I 


Equações do Primeiro Grau 


l. As coordenadas cartesianas no plano. O quadro- 
negro da nossa sala de aula é um plano. Neste plano há uma 
infinidade de pontos. (fig. 1) Como determinar a posição de um 
ponto qualquer dêste plano? Coube a René Descartes, notá- 

: vel matemático e filósofo francês do 
século XVII, a feliz e fecunda idéia 
de fixar a posição de um ponto qual- 
quer de um plano, pelas suas distân- 
cias a duas-rétas fixas dêste mesmo 
plano. Em um: plano qualquer (fig. 2) 
tracemos duas retas, XX’ e YY’, E 

Fig. 1 entre sí, cortando-se em um certo 

ponto O. ste ponto divide as duas 

retas em quatro semirretas OX, OX’, OY e OY’. Isto pôsto, 
vejamos como determinar a posição de um ponto qualquer de um 
plano, pelas suas distâncias às retas 
fixas XX'e YY’ dêste mesmo plano. 

Em primeiro lugar, quantos 
pontos existem neste plano, situados 
a 30mm da reta XX’? (fig.3) Uma 
infinidade; e todos êles estão situa- 
dos nas retas AA’ e BB”, || à reta 
XX", situadas uma de cada lado da 
reta XX”, e a 30mm de distância 
desta mesma reta. Portanto, se nos 
pedirem um ponto situado a 30mm 
da reta XX’, responderemos que o 
problema é indeterminado, porque 
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há uma infinidade de pontos que 
resolvem o problema, e todos êles 
estão situados nas retas AA” e BB”, 
cujas distâncias respectivas à reta 
XX” são iguais a 30mm. Do mesmo 
modo, se nos pedirem um ponto si- 
tuado a 40mm da reta YY’, respon- 
deremos ainda que êste problema é 
indeterminado, porque há uma in- 
finidade de pontos que resolvem o 
problema, e todos êles estão situa- 
dos nas retas CC’ e DD”, || à reta 

Fig. 3 YY’, uma de cada lado, e que dela 

distam 40mm. 

E se nos pedirem um ponto do plano situado a 30mm da 
reta XX’ e a 40mm da reta YY’? (fig.3) ste ponto, devendo 
estar situado ao mesmo tempo nas retas AA’ ou BB”, assim como 
nas retas CC” ou DD”, a figura nos mostra que o pro- 
blema ainda é indeterminado, porque tem várias soluções, mas 
estas são apenas quatro, a saber: os pontos M, M’, M” e M”. 

Ora, a indeterminação dêste último problema vai desaparecer 
graças à seguinte convenção: i 

As distâncias contadas acima da reta XX’ serão positivas 
e, abaixo, negativas; contadas à direita da reta YY’ serão 
positivas e, à esquerda, negativas. 

Com esta convenção, determinar um ponto situado a uma 
distância dada da reta XX’ e a uma distância também dada da 
reta YY’ é um problema perfeitamente determinado, desde que 
as distâncias dadas sejam prefixadas pelo sinal: + ou pelo sinal —. 
Por exemplo, qual é o ponto situado a + 30mm de XX" e a + 
40mm de YY’? E’ o ponto M. Qual é ọ ponto situado a — 30mm 
de XX' e a — 40mm de YY'? E' o ponto M”. 

A distância de um ponto qualquer do plano à reta YY’ é cha- 
mada abcissa dêste ponto; a distância do mesmo ponto à reta XX’ 
é chamada ordenada dêste ponto. i 

A abeissa e a ordenada de um ponto M são chamadas co- 
ordenadas retilíneas ou coordenadas cartesianas do ponto M 
ou, simplesmente, as coordenadas dêste ponto. 


Se passas 
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As retas XX’ e YY’ são chamadas eixos das coordenadas 
ou eixos coordenados. O eixo XX' é o eixo das abcissas ou 
eixo dos x; o eixo YY’ é o eixo das ordenadas ou eixo dos y; 
o ponto O, intersecção dos dois eixos, é chamado origem das 
coordenadas ou, simplesmente, origem. i 

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regiðes, 
às quais chamaremos quadrantes. ; 


O ângulo XOY é o primeiro quadrante. 
O ângulo YOX’ é o segundo quadrante. 
O ângulo X'0Y' é o terceiro quadrante. 


O ângulo Y'OX é o quarto quadrante. 


Portanto, o ponto M está no primeiro quadrante, o ponto 

M’ no segundo, o ponto M” no terceiro e o ponto M’” no quarto. 
- À abeissa e a ordenada de um ponto qualquer M são re- 
presentadas abreviadamente pelas letras x e y, escrevendo as 
duas entre parênteses e de modo que a abcissa preceda sempre 
a ordenada. Assim; representando um ponto qualquer por À, .a 


notação A (x, y) significa que a abeissa do ponto À é x, e a or- 


denada, y. Isto pôsto, vamos construir o ponto A (4, 2).. 






JO +2 +3 +h +5 +6 
“= g 
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Construir um ponto do qual se conhecem as coorde- 


. nadas, é determinar a sua posição no plano em que estão situa- 


dos os eixos coordenados. 

Para construir o ponto À (4, 2) traçamos pelo ponto 4, do 
eixo das abeissas, (fig.4) uma || ao eixo das ordenadas; pelo ponto 
2, do eixo das ordenadas, uma || ao eixo das abcissas; estas duas 
i se cortam em um ponto A, que é o ponto pedido. 

Para construir o ponto B 3, 4) traçamos pelo ponto — 3 
do eixo das abcissas, uma || ao eixo das ordenadas; pelo ponto 4 
do eixo das ordenadas, uma || ao eixo das abeissas: ' estas duas || 
se cortam em..um ponto B, que é -o ponto pedido. 

Do exposto é fácil Compreender como construir o ponto 
C(-3,-4eo ponto D (2, —5). 

; Observações. Dois pontos quaisquer do espaço ou de um plano diferem 
entre si exclusivamente pela sua posição, e nada mais. Acabámos de ver 
que um ponto de um plano é determinado por dois números relativos; é re- 
presentado, algèbricamente, por dois números relativos. 

O processo exposto neste: parágrafo para determinar a posição de um 
ponto qualquer de um plano, não é o único; há diversos outros módos de 


fixar a posição dêste ponto; existem outros sistemas de coordenadas. Recomen- 
damos também aos estudantes que comparem as coordenadas cartesianas de 


um ponto qualquer do plano, com as coordenadas geográficas de um ponto . 


qualquer da superfície da Terra. 


Exercícios orais 


1. Onde estão situados os pontos cuja abcissa é nula? E cuja orde- 
nada é nula? Quais são as coordenadas da origem? . 


2. Em que quadrantes a abcissa é positiva? E negativa? Em que 


quadrantes a. ordenada. é negativa? E positiva ? 


3. Em que quadrante está situado o ponto A (—-5,-6)? E o ponto 


B (8, —-15)? E o ponto C -9, 12? E o ponto D (20, 30)? À 

4. Traça-se uma || ao eixo das abcissas, acima dêste eixo, e a uma dis- 
tância de 50mm. „Quais são as coordenadas de um ponto qualquer desta reta ? 
E quais serão as coordenadas dêste mesmo ponto, se à j estiver situada abatzo 
do mesmo eixo, e a uma distância de 60mm? 

5. Traça-se uma || ao eixo das ordenadas, e a uma distância de 80mm 
dêste eixo. Quais serão as coodernadas de um ponto qualquer desta reta? 

6. Dizer como variam as coordenadas de um ponto À, que se desloca 
paralelamente ao eixo das abeissas, e a 45mm dêste mesmo eixo. Mesma 
questão, supondo que o ponto A se desloca paralelamente ao eixo das orde- 
nadas, e a 75mm dêste mesmo eixo. 

7. Onde está situado o ponto (7, 7)? E o ponto (-7,7)? E o ponto 
(-8, -8)? E o ponto (10, -10)? 
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Exercícios. Série I. 


Construir os pontos seguintes: (*) 


1. (3, 8) 5. ( 35 54) 9. (3,6, 4,7) 
2 (-6, 7) Ta 6. ( P 15) 10. (-52,8) 
(Sci) a 1 (15 140) lo n(-4,-59 
4 (8-6) a o 15) | 12. (65,7) 


13. Construir um A cujos vértices são os pontos A (3, 0), B(-3,0) 
e C (0, 8). Que espécie de À é êste? 

14. Construir um quadrilátero ABCD cujos vértices são os pontos 
A (0, 0), B (5, -3), C (10, 0) e D (5, 3). Que espécie de quadrilátero é êste? 

2. Funções e variáveis. De que depende a área de um. 
círculo? Depende do raio. Representando a área de um círculo 
por Seo raio por R, nós sabemos que: (E.M.S.V.$ 101) 


= T x R? 


Esta fórmula mostra claramente que, à medida que o raio 
aumenta, a área também aumenta; à medida que o raio diminue, 
a área também diminue. Quanto a Y, não sofre a menor altera- 
ção; quer o raio aumente, quer diminua, T' é sempre igual a 
3,141 5926535... Portanto, na fórmula (1) há quantidades que 
variam e quantidades que não variam; TÑ, que não varia, assim 
como o expoente 2, que também é invariável, são quantidades 
chamadas constantes; R e 8 que variam, são CA 
chamadas variáveis. 

As constantes podem ser numéricas ou literais. AS cons- 
tantes numéricas são também chamadas constantes absolutas. Na- 
fórmula (1) T e o expoente 2 do raio são constantes absolutas. Na 
fórmula da área do quadrado, S= Êo expoente 2 é uma constante 
absoluta. 

As constantes literais são também chamadas constantes ar- 
bitrárias ou parâmetros. Estas constantes são chamadas arbi- 


œ) Para; maior facilidade, êstes êxercícios podem ser feitos em papel 
milimetrado ou quadriculado. ; 
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trárias, porque podem variar de um problema para outro, mas não 
variam nunca dentro do mesmo problema. 

- Para evitar confusões, é hábito representar as constantes 
arbitrárias pelas primeiras letras do alfabeto: a, b, c, d, ete.; 
as variáveis pelas últimas: x, y 2 t, u, v. Em resumo: 

A variável é uma quantidade que, dentro das condições que lhe 
são impostas por um determinado problema, pode passar por. uma 
infinidade de valores. Na fórmula (1), Re S são variáveis porque, 
calculando a área de um círculo, podemos ter R igual a um número 
qualquer positivo, inteiro ou fracionário e real, variando de zero 
ao infinito positivo e, portanto, S pode também passar por uma 
infinidade de valores. 

Já aprendemos que o volume de um cilindro de revolução é 
dado pela fórmula 


p=TPh (Œ.M.S.V.§106) B” 


Nesta fórmula, T e o expoente 2 são constantes absolutas; 
v, r e h são variáveis. . - 

Entre as variáveis devemos distinguir as variáveis independentes 
e as variáveis dependentes. Um professor, querendo verificar se os 
seus alunos sabem calcular a área de um círculo, propõe-lhes a 
seguinte questão: «O raio de um círculo mede 1 metro ; qual é a 
área dêste círculo?» = l 

Ora, assim como o professor disse 1 metro, poderia ter dito 
2 metros, 3 metros, 4 metros, ete.; o comprimento que o professor 
atribue ao raio é inteiramente arbitrário; o raio é, neste problema, 
uma variável independente. A área do círculo é também uma 
variável, porque ela será maior ou menor, conforme o raio for 
maior ou menor; mas, dando-se um valor determinado ao raio, 
a área do circulo não poderá ser qualquer; estará sempre sujeita à 
fórmula S = T R2. À área do círculo é também uma variável; 
mas, o valor desta variável depende do valor do raio; é uma variável 
dependente óu variável função. A Å 

Existe, pois, uma dependência entre a área do círculo e o 
raio do mesmo círculo; a área do círculo depende do raio. Esta 
dependência é representada, em Matemática, pela palavra função. 
E tudo o que dissemos nestas linhas se resume no seguinte: 

A área do círculo é uma função do raio do mesmo círculo. 





nO SA 
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A fórmula (2) nos diz que: . 
O volume de um cilindro de revolução é uma função do raio 
da- base do cilindro e da altura do mesmo. ` 
Seja N um número que queremos dividir em duas partes 
diretamente proporcionais aos números a eb. (E.M.S.V.879) 
Representando por x a primeira parte, teremos: ` 
NELE 
: ' ~ a+b >’ 
E diremos de um modo geral que: 
O valor x da primeira parte, é uma função de N, a e b. 
Os juros simples são calculados pela fórmula 
: cit 
1 = 00 (49) 
E diremos de um modo geral que: 
Os juros simples, j, são uma função do capital e, da taxa i 
e do tempo t. l A 
Simbôlicamente podemos apresentar as- fórmulas (1), (2), (3) 
e (4) do seguinte modo: É q 


= co a at cum cu eb 40 cid eb eh, ed, ed ed a a ue a eh A) e e O a A O E a CD O a a ed A e a 


Do 
i (*) 
l 
i 


(3) 


s n 0 n mt a A 0 a ja A m e e et e et e mm me = 


Estas expressões se lêm assim: 


es S é uma junção F de R. - 
v é uma função f de r e h. 
x é uma junção q de N, aeb. 
j é uma função Y de eiet 


As letras F, f, ọ e 4 significam que S, v, x e j são funções ` 


das quantidades entre parênteses; estas são as variáveis in- 
dependentes e S, v, x e j são as variáveis dependentes ou, sim- 
plesmente, funções. 

Podemos dar às letras F, f, q e 4, o nome de símbolos funcionais 
ou características. 


(*) q, letra grega, que se pronuncia fi; corresponde ao f português. 
wb, letra grega, que se pronuncia psi; corresponde ao ps português. 
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Dois símbolos funcionais diferentes indicarão sempre duas 
funções diferentes. Por exemplo, se tivermos 


y= + 5r—3 (5) y=- 5r+4 (6) 
não: deveremos representar estas duas. funções de v pelo mesmo 
símbolo funcional. Seria êrro escrever: - 
para a função (5) . ! te) 
para a função (6)... . ... dia) 
porque as duas funções (5) e (6) de x, são E a Com efeito, 


as.operações necessárias para calcular y, nestas duas funções, não -- 


são as mesmas. Se fizermos x = 10, teremos respectivamente 
para as duas funções: 

y = 104+5xX10-3 147 

y = 1¢@ -5X10 +4 54 


Se quisermos pois escrever simbòlicamente as funções (5) e (6) 
deveremos adotar símbolos funcionais diferentes. Se, para a função 
(5) escrevermos. y = f(x), para a função (6) deveremos escrever 
y = F(x) ou y = q(2). ou y = ẹ(z), adotando um símbolo funcional 
diferente de f. T 

Entretanto, se tivernos l o 

= F(z) = 2-32+1 
e quisermos calcular o valor desta função: para x = 
ous = 4, etc., poderemos escrever: 
F(2) = 2-3 X2+1 , i 
F(8) = 32-3 X3 -+1 i 
F(4) = 42-3xXx4+1, etc. 


porque as operações que nos conduzem ao valor da função, “isto 
é, de y, são sempre as mesmas. 

Em resumo: o mesmo símbolo funcional ia sempre a 
mesma lei de dependência, entre a variável função e a variável tnde- 
pendente, seja qual for o valor atribuído à variável. Nos casos mais 
simples esta lei é representada por uma série de operações analíticas 
sóbre a variável. (Granville) 

Consideremos a fórmula (4). Dela podemos deduzir sucessiva- 
A to LR A pE a 


5 3 t 
tt ct 


1 


RM! 


2oug =3 


(E.M.S.V.$87) 
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isto é, uma variável independente pode tornar-se dependente; 
uma variável TRI pode tornar-se independente. Da área 
do círculo, S = T R2, deduzimos que: 


n= E 


Esta transformação nos mostra que podemos atribuir a S um 
valor qualquer; o valor de R dependerá, porém, do valor de S; 
S é agora uma variável independente e R, a variável dependente, 
isto é, a função. 
Exercícios. Série H 
Sendo f (z) = z? — 3x? +- 5x — 1 calcular: 


LIO l asa Ti($) | wje-D 
l ! i 

; I 1 _2 l 
2 f(D | s1(5) E s 5) | n/d +y) 
3. j (2 ! es(-5): 9.240 | fds) 


“13. Dada a função f) = yy- Dy + Dy -24 + 3), provar que E 


HO) =D =HM-D=I0)=H—3). 
14, Dada a função j(z) = 2! — 1023 + 3522 — 502 + 24, provar que J(1) 
= j(2) = j(8) = i 











15. Se ọ(2) = a — calcular (NV 2) (Granville) 
16. Se q (x) = 2n + z2m 4 1, demonstrar que: DE x 
ọ(1)=3 ọ (0) = Ñ p (a) =q(—a) (Granville) 
. 17. Se jim) = ) 
Ja -jt a- b ea 


a +IDIO 1+ab 
18. Se f(z) = 72-27 3, calcular f(x — 1), jlx — 2). 


3. Equações com duas incógnitas. Dada uma equação, 
com duas incógnitas, como por exemplo, 3x — 2y = 4, podemos 
atribuir a x e y uma infinidade de valores. E” o que vamos tornar 
claro com a resolução de um problema. 

Em um segundo ano ginasial, a diferença entre o triplo do número 
de meninas e o dôbro do número de meninos, é igual a 4. Determinar 
o número de meninas e o de meninos. 
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Seja z o número de meninas e y, o de meninos. O problema 
impõe a estas duas incógnitas uma única condição; a diferença 
entre o triplo do número de meninas e o dôbro do número de 


meninos é igual a 4. Traduzindo esta condição em linguagem 


algébrica, teremos a seguinte equação: 





3r -2y = 4 (1) 
Tirando desta equação o valor de y, resulta: 
3x —4 
- 2) 


As equações (1) e (2) são eqüivalentes. Com efeito, para passar 
da equação (1) para a equação (2) é preciso: 

a) Passar 2y para o segundo membro. - 

b) Passar 4 para o primeiro membro. 

c) Dividir ambos os membros da equação por 2. (E. M.T.A. 
§§67 a 70) 

Portanto, é indiferente resolver a equação (1) ou (2); os 
valores de z e y serão os mesmos para as duas equações. 

“Tomando a equação (2) e dando a x um valor qualquer, por 


exemplo, 10, teremos: = TE a 
x 


2 


Portanto, A 10e y = 13 constituem uma solução da equa- 
ção (1), como é fácil verificar. ($ 7, observação) Como o valor 10 
que demos a x é arbitrário, segue-se que- podemos atribuir a x 
uma infinidade de valores. 


= 13 


Atribuindo a z os valores 0, L RS RIP O h Sy us ete.,’ 


e calculando os valores resultantes para y, podemos organizar o 
seguinte quadro: 


valores dex| o| 1]2] 3/4] 5[6] aje a \ 


valores de y |-2|—0,5 [1[2,5]4|5,5/7 |8,5[ 10 Jete.. 


A equação (1) tem, portanto, uma infinidade de soluções; 


x e y podem ser substituídos, respectivamenté, por 4 e 4, 6 e7, 
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8 e 10, ete.; a equação (1) se transformará sempre em uma identi-” 


dade. Quanto ao problema proposto, porém, a sua natureza exige 
que as soluções da equação (1) sejam constituídas por' números 
inteiros e positivos. Portanto, as soluções do problema são as 
seguintes: 


número de meninas | 2 |4 | 6 | 8| 10 | 12 | ete.. 


número de meninos | 1 |4 | 7 | 10 | 13 | 16 |etc.. 


Donde se conclue que o problema proposto é reape in- 
determinado. 


Observação. O problema proposto seria determinado se contivesse mais 
uma condição, por exemplo, o número total de alunos da classe é 38. Neste caso, 
teríamos de resolver o seguinte sistema: 


3x — 2y = 4 
z+ y=38 


E acharíamos x = 16 e y = 22. (89) 








4. Uma função de x.: Consideremos a seguinte “equação: 


3% — 4 M s 


- | (1) 

A letra x pode receber um valor qualquer, inteiro ou fracio- 
nário; positivo ou negativo, racional ou irracional; pode variar 
desde — œ até + œ. Dá-se-lhe, por êste motivo, o nome de variá- 
vel. A cada valor de x corresponde um valor para y; portanto, y é 
também uma variável. Mas há uma diferença essencial entre as 
variáveis % e y x pode receber um valor qualquer, ao passo que 
o valor de y depende do valor de x, está subordinado ao valor 
de x. Portanto, z é uma variável independente, ao passo que y é 
uma variável dependente, ou uma variável. função. (8 2) 

Na equação (1), z é uma variável independente e y é uma 
variável dependente ou variável função. 

A variável dependente é também chamada função da variável 
independente. Na equação (1), y é uma função de z. 

Da equação (1) deduzimos: 

2444 


2y sopa, D ASTE D 
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Esta equação nos mostra que y, variável dependente, passou 
a ser variável independente, e x, variável independente, POREDE, 
a ser variável dependente. 

Considerando a equação 3x — -5y = 8, e resolvendo-a em re- 
lação a x e y, teremos: í 


_ 8+ öy , 3zr— 8 





3 AR 
Na primeira equação, z é uma função de y; na segunda, y é 
uma função de x. Os números 3, 5 e 8 que figuram nestas duas 
equações, são chamados constantes. (82) 
Considerando a equação 
ac + by = 
as letras a, b e c são constantes arbitrárias ou parâmetros. (82) 
5. Funções explícitas e implícitas. Consideremos as duas 
funções seguintes: Ea 
osbD=0 = 


A primeira nos diz que os juros dependem do capital, da taxa ` 
e do tempo, mas não nos diz em que consiste esta dependência; não 


nos mostra qual o caminho a seguir para calcular os juros, quando 
se conhecem o capital, a taxa e o tempo; dizemos, em Matemá- 
tica, que esta função é implícita (do latim implicare, embrulhar). 

A segunda nos diz que ós juros dependem do capital, da taxa 
e do tempo, e ao mesmo tempo nos mostra qual o caminho a seguir 
para calcular os juros, quando se conhecem o capital, a taxa e o: 
tempo; dizemos, em Matemática, que esta função é explícita fdo 
latim explicare, desembrulhar). 


E Na verdade, se pedirmos a alguns estudantes que eaei os juros de 
Cr.$400,00, a 5% ao ano, em 8 anos, e se lhes dissermos apenas que f(c, i,t, j) = O 
-~ êles ficarão positivamente embrulhados; o único meio de desembrulhá-los será 
citi 


dizer-lhes que j = T00 


Uma equação da forma 3y — 22 = 4 é uma junção implícita. 


das variáveis x e y. Resolvendo esta equação em relação a x ou 
a y, acharemos: 3% = 4 2w F4 

den a 
e diremos que a função se tornou explícita em relação a x ou a y. 


aço 


cel pç 
a 
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Exercícios em classe 


1. De que depende a área de um quadrado? Representando a área de 
um quadrado por s e o lado por l, escrever a fórmula que liga estas duas ` 
variáveis. Qual é a variável independente? E a variável função? Há cons- 
tantes nesta fórmula? E parâmetros? Tirar desta fórmula o valor de l, e 
dizer quais são, na fórmula resultante, as variáveis, as constantes absolutas 
e os parâmetros. Dar às fórmulas, a forma de função implícita. 

2. Representando por s, c e l, a área, o comprimento e a largura de 
um retângulo, mostrar de modo implícito e depois explícito, a dependência, 
que existe entre cada uma destas variáveis e as outras duas. Classificar as 
variáveis e as constantes. 

3. Mesmo exercício em relação ao bloco retângular, representando o 
volume, o comprimento, a largura e a altura, pelas letras v, c, le A. 

- 4. Mesmo exercício em relação ao cubo, representando o volume e a 
aresta pelas letras v e a. 

5. Mesmo exercício em relação ao cubo, representando a “área total 
(superfície do cubo) e a aresta, pelas letras s e a. 

6. Mesmo exercício em relação à circunferência, representando o compri- 
mento desta linha eve raio pelas letras c er. 

: 7. Mesmo exercício em relação às variáveis c, à t e j do problema dos 
juros. 

8. Mesmo exercício em relação às variáveis e, vet da equação do mo- 
vimento uniforme. (E.M.S.V. § 26) 


6. Gráfico de uma função de x. Consideremos a equação 
Sep A y= = 


Atribuindo a x valores arbitrários, e calculando os valores 
resultantes de y, teremos: 


valores de x| o| 1ļ2| 3ļ4| 5ļ6] 7] 8] cio. 


valores de y|-2|—0,5 | 1 [2,5[4[5,5]7]8,5] 10] etc.. 








(A) 


Corsiderando os valores de x como, abcissas, e os de y 
como ordenadas (81) construindo os pontos (0, —2), (1, —0,5), 
(2, 1), (3, 2,5), etc., e ligando os pontos assim obtidos, isto é, os 
pontos A, B, C, D, etc., teremos a reta AF. (fig. 5) 

E Do que AF é uma reta; entretanto, êste fato só 
pode ser demonstrado em Geometria Analítica. 

Vejamos o que significa esta reta. As coordenadas de um 
ponto qualquer desta reta, por exemplo, as coordenadas do ponto D, 
representam uma solução da equação 3x — 2y = 4. Entretanto, as 
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coordenadas de um pon- 
to qualquer situado fora 
desta reta, por exemplo, 
as coordenadas do pon- 
to M ou as do ponto N, 
não representam uma so- 
lução da equação 
3z — 2y = 4. 
Com efeito, as coorde- 
nadas do ponto M são 
4,5 e 2, as do ponto N 
são 2,5 e 5, e é fácil veri- 
ficar que êstes valores 
não convêm à equação 
3z — 2y = 4. Portanto. 
A reta AF é o lu- 
gar onde estão situa- 
dos todos os pontos 
cujas coordenadas 
satisfazem à equação 
31 —2y = 4 
Fora desta reta 
não há pontos cujas 
coordenadas satisfa- 
çam à equação 
32-24 =. 4 
Dá-se à reta AF o nome de gráfico da equação proposta, a 
qual, no nosso caso, é a equação 3x — 2y = 4., 
Se construirmos o gráfico de uma equação qualquer do pri- 
meiro grau com duas incógnitas, isto é, de uma equação da forma 
ax + by = c 


verificaremos que êste gráfico é, invariavelmente, uma reta. Eis 
por que cstas equações são chamadas equações lineares. 
Observação. Considerando o gráfico da equação 32 -2y-4 = 0, é 
necessário compreender muito bem que: ; 
I. Os valores de x são os segmentos situados no eixo dos r, tendo por 
origem o ponto O, e por extremidades os pontos 1, 2, 3, 4, ete.. 





ut 


Equações do Primeiro Grau 15 





II. Os valores de y, isto é, da função Ber 


3 são os segmentos situados 


no eixo dos y, tendo por origem o ponto O, e por extremidades os pontos 1, 


2, 3, 4, 5, etc.. 
Exercício. Construir o gráfico da equação 5x — 3y = 15. O 


gráfico desta equação é uma reta. Para construí-la, é bastante | 


construir dois pontos da mesma. Com efeito, por dois pontos 
dados é sempre possível traçar uma reta, e sômente uma. Por- 
tanto, para. construir o gráfico da equação 5x — 3y = 15, isto é, 
a reta que contém todas as soluções desta equação, é bastante construir 
dois pontos desta reta. 

Para determinar êstes dois pontos toma-se a equação pro- 
posta e, fazendo-se x = 0, calcula-se o valor correspondente de 


y; depois fazendo-se y = 0, calcula-se o valor correspondente . 


de x. Em outras palavras: ) 
a) “calcula-se à ordenada do ponto cuja abeissa é zero. 
b) calcula-se a abeissa do ponto cuja ordenada é zero. 





i 5r-3y = 15 i 
l Para x = 0, resulta | 
-“% = 15 ] 
E a a ' 
i Rede dó i 
! Para y = 0, resulta: l 
ij 5x = 15 ! 
; PEEN ! 


Fig. 6 


Seja A o ponto da reta cuja abeissa é zero; a ordenada será —5. 
Seja B o ponto da reta cuja ordenada é zero; a abcissa será 3. 
Conhecidos os pontos A (0, —5), e B (3, 0), liga-se o ponto A ao 
ponto B; a reta AB é o gráfico da equação 5x — 3y = 15. 

Observação. Os estudantes devem reproduzir êste gráfico, prolongar a 
reta AB nos dois sentidos e dar algumas soluções da equação 5r- 3y = 15. 
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Exercícios. Série II 


Observação. No eixo das abeissas, os segmentos 0j1, 1/2, 213, 3/4, etc., 
devem ser iguais; o mesmo acontece no eixo das ordenadas; entretanto, de 
acôrdo com as conveniências do desenho, os segmentos 0]1, 1|2, 2/3, 3/4, etc., 
do cixo das abcissas, podem ser diferentes dos mesmos: segmentos do eixo 
das ordenadas. i 

1. Construir o gráfico da equação z-~-y=0. 

Observação. Em relação a esta equação não é possível proceder como 
ficou indicado porque, para x = 0, resulta y = 0,e para y = 0 resulta x = 0. 
Este processo nos daria sômente um ponto (0, 0) isto é, o ponto cuja abcissa 
é zero e cuja ordenada é zero. Este ponto é a origem das coordenadas, é o 
ponto de intersecção dos eixos cartesianos. Para obter um outro ponto qual- 
quer da reta, dá-se a z um valor qualquer, por exemplo, 5; o valor correspon- 
dente de y será 5; será então suficiente construir o ponto (5, 5). E a reta 
que une a origem ao. ponto (5, 5) é o gráfico da equação zt- y = 0. 

2. Construir o gráfico da equação x + y = 0. 
3. Construir o gráfico da equação x — 2y = 0. 
-4. Construir o gráfico da equação 2x -+y = 0. ` 


Observação. Os gráficos das equações dadas nestes quatro 
' exercícios, nos levam à conclusão seguinte: 
Quando, na equação linear ax+by = e, o valor de e é nulo, a 
rela que representa esta equação passa pela origem das coordenadas. 
E’ útil observar também que as equações r—y = Qez + y=0 
são as equações das bissetrizes dos ângulos XOY e X'OY. 


} 


5. Construir o gráfico da equação x = y + 2. 

6. Construir o gráfico da equação y =3 — s. . 

7. Resolver graficamente a equação 3y = 4r — 6. 

: 8. Construir o gráfico da equação 7 = 3. - ` 

Observação. Podemos dar a esta equação a forma v+0y = 3. 
Atribuindo a y um valor qualquer, teremos sempre v = 3. Por- 
tanto, para construir o gráfico da equação x = 3, é bastante 
construir dois: pontos cuja abceissa seja 3 e cuja ordenada seja 
qualquer. Sejam A (3, 5) e B (3, — 4) êstes dois pontos; a reta 
que passa pelos pontos A e B é o gráfico da equação x = 3. 


Conclusão. O gráfico de uma equação da forma ax = b é uma 


reta paralela ao eixo dos y, cuja distância a êste mesmo eixo é PA 


C enean in 





Equações do Primeiro Grau 1? 


` 


Se a equação é da forma ay = b, seu gráfico é uma reta. 


: E T, : b 
paralela ao eixo dos g, e cuja distância ao mesmo eixo é ri 
i 


9. Construir o gráfico da equação 2z = 3. 

10. Construir o gráfico da equação y = 0. 

11. -Construir o gráfico da equação x = 0. 

12. Construir o gráfico da equação Oz + Oy = 0. 

13. Uma reta é paralela ao eixo dos x, e a distância de qualquer ponto 
desta reta ao mesmo eixo é 4. Qual é a equação desta reta? 

14. Todos os pontos de uma reta AB têm a mesma abeissa, isto é, %. 
Qual é a equação desta reta? 

15. Todos os pontos de uma reta AB têm a mesma ordenada, isto é, 
74. Qual é a equação „desta reta? Ț 

16. A abcissa de um ponto qualquer de uma reta AB é constantemente 
igual a % da ordenada dêste mesmo ponto. Qual é a equação desta reta? 


17. E? dada a equação 27 — 3y = 12. Verificar graficamente se as so- `` 


luções (5, 3), (6, 0), (10, 2) e (9, 2) convêm a esta equação. f 
T. Equações simultâneas. Diz um pai a seu filho: “O 
dôbro da minha idade mais o triplo da tua é igual a 110; o triplo 
da minha idade menos o dóbro da tua é igual a 100: Quais são as 
nossas idades?” . 
Representando por z a idade do pai e por y, a do filho, e tradu- 
zindo em linguagem algébrica o enunciado do problema, teremos: 
( 2x + 3y = 110 ) I 
3z — 2y = 100 


O problema proposto dá origem a duas equações, as quais 
devem. ter as mesmas raízes, porque, nas duas equações, x e y repre- 
sentam, respectivamente, a idade do pai e a do filho. - ” 

Raiz de uma equação é o valor numérico ou literal que convém 
à incógnita. A primeira equação tem duas incógnitas, £ e y; “as 
raízes desta equação são os valores numéricos que convêm às 
incógnitas, isto é, a idade do pai e a do filho. A segunda equação 


também tem duas incógnitas, z e y; as raízes desta equação são: 


os valores numéricos que convêm às incógnitas, isto é, a idade 


do pai e a do filho. Portanto, as duas equações devem ter as 


mesmas raízes. 

Estas duas equações são distintas porque cada uma delas 
traduz uma relação diferente entre a idade do pai e a do fiiho; 
considerando, porém, que estas duas equações têm as mesmas 
raízes, dá-se-lhes o nome de equações simultâneas. 


o ma O 


Ramses rem s 


CA e nE0 E eq 
j 
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Equações simultâneas são duas ou mais equações que, sendo 
distintas, devem admitir as mesmas raízes. ; 

Duas ou mais equações simultâneas formam um sistema. 

Observação. Quando uma equação tem mais de uma incógnita, os 
conjuntos de valores das incógnitas, que verificam a: equação dada, são cha- 


mados soluções da equação. 
Por exemplo, a equação x + y = 5 tem, em números naturais, quatro 


soluções, a saber: r = ley = 4, x = 2e y = 3, T = 3ey=2, x= 4ey=.Ll 
E, em números quaisquer, tem uma infinidade de soluções. 

Em se tratando de um sistema de duas equações simultâneas com duas 
incógnitas, daremos também o nome de solução do sistema ao conjunto dos 
valores das incógnitas que verificam ao mesmo tempo as duas equações. 

Considerando o sistema I, multipliquemos ambos os membros 
da primeira equação por 3, e os da segunda por 2. Resultará: 

E (E = o II 

: 6x — 4y = 200 

Ora, as equações 27 + 3y = 110 e 6x + 9y = 330 são equi- 
valentes assim como as equações - 

3x — 2y = 100 e 6r — 4y = 200 

E diremos então que os sistemas I e II são equivalentes. ` 

Dois sistemas são eqiiivalentes quando admitem as mesmas 
soluções. E 30 

ê ' ER é x = 

Consideremos as duas equações seguintes: ( SS RE S6O ) 

Não é possível, evidentemente, determinar dois números que 
satisfaçam ao mesmo tempo a estas duas equações; há uma infini- 
dade de números (inteiros ou fracionários, positivos ou negativos) 
cuja soma é 30; assim como há tambem uma infinidade de núme- 
ros cuja soma é 60. Cada uma destas duas equações, isoladamente, 
tem uma infinidade de soluções; mas não é possível determinar dois 
números cuja soma seja igual, ao mesmo tempo, a 30 e a 60. Estas 
duas equações formam um sistema de equações incompatíveis. 

8. Resolução de um sistema de duas equações simul- 
tâneas. Aprenderemos, em primeiro lugar, a resolver um sistema 
de duas equações simultâneas, com duas incógnitas, e do primeiro 
grau, isto é, x e y terão sempre, como expoente, a unidade. 

Consideremos o seguinte sistema: 

( 2z + 3y = 10 ) I 
3r — 2y = 100 


rt sa AREA 
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Para resolver êste sistema é necessário eliminar, isto é, fazer 
desaparecer uma das incógnitas. 
Para eliminar uma incógnita existem, em Algebra, vários pro- 
cessos. Os mais simples são três, a saber: 
I. Eliminação por adição. 
II. Eliminação por substituição. 
HI. Eliminação por comparação. 
9. Eliminação por adição. Seja o sistema 


f 2z -+ 3y = 110 

32 — 2y = 100 I 
; Seja y a incógnita que vamos eliminar, Multiplicando a 

primeira equação por 2, e a segunda por 3, o que é permitido, 


teremos: Pe ( 4x + 6y = 220 
9x — 6y = 300 n 
Somando as duas equações resultantes, membro a membro, 
teremos: -183z = 520 .'. z = 40 


l Conhecido o valor de z, tomando uma equação qualquer do 
sistema I ou II, e substituindo x pelo seu valor 40, teremos: ` 


2z+3y = 110 ! Portanto, z é igual a 40 e y é 
2X40+3y = 110 i igual a 10. E, lembrando que o sis- 
80+3y = 110 |! tema que acabámos de resolver pro- 
3y = 110-80 ! vém do poblema com o qual iniciá- 
3y = 30 | mos o parágrafo 7, ficamos sabendo 
y= 10 i queo pai tem 40 anos e o filho tem 10. 

! 


£ a E estas duas idades satisfazem às 
condições exigidas pelo problema, como é fácil verificar. 
Voltando ao sistema I, isto é, ao sistema 
- aan ' 
3% — 2y = 100 
vamos eliminar x. Multiplicando a primeira equação por 3 
segunda por — 2 (menos 2) teremos: ARENS E 
( 6x + 9%) = 330 
— 6x + 4y = —200 


Somando as duas equações resultantes, membro a membro 
teremos: i 
l3y = 130 o y = 10 


I 


I 
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Conhecido o valor de y, tomando uma equação qualquer do 
sistema I ou II, e substituindo y pelo seu valor 10, resulta: 


2: + 3y = 110 l 
2: + 3X10 = 110 l , 
2z +- 30 = 110 l Portanto, x é igual a 40 e y 
i 2% = 110-30 | é igual a 10. 
2x = 80 ! 
z= 40 i 


As equações do problema inicial do parágrafo 7 foram resol- 
vidas de dois modos diferentes; vamos comparar os dois trabalhos. 
Este problema deu origem ao seguinte sistema: 


2x + 3y 110 I 
3z — 2y 100 
Vamos eliminar x. Multi- Vamos eliminar y. Multi- 
cando ambos os membros da plicando ambos os membros da 
primeira equação por 2, e ós da 


primeira equação por 3, e os 
da segunda por —2, teremos: segunda por 3, teremos: 


6z + 9% = 330 4a + ôy = 220 
— 6x + 4y = -200' 9z — 6y = 300 
Somando: as duas equa- ' Somando as duas equações, 
ções, resulta: resulta: 
13y = 130 13x = 520 
j y = 10 zr = 40 


Voltando à primeira equa- 


ção do sistema I, teremos: ção do sistema I, teremos: 


i 


ua m da, a m a du e a a e e e e a e e a e et 
— — 


2% -+3 X 10 = 110 2X40 + 3y = 110 o 
2x -+ 30 = 110 80 + 3y =. 110 | 
2x = 110-30 3y = 110-80 
2% = 80 3y = 30 
x =` 40 y = 10 
= v'= 40 
Resposta. no E a Resposta. a = 10 ) 


Do exposto resulta a seguinte 

Regra. Para resolver um sistema de duas equações simultâneas, 
do primeiro grau, com duas incógnitas, pelo método de eliminação 
por adição, 


Voltando à primeira equa-. 
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a) M ultiplicam-se ambos os membros de cada uma das equações 
por números tais que a incógnita que se quer eliminar tenha, nas 
duas equações, o mesmo coeficiente, mas com sinal contrário. 


b) Somam-se as duas equações, resultando assim uma equação 
com uma incógnita. 


c) Resolve-se esta equação. 

d) Entra-se com a raiz obtida, numa das equações do sistema . 
proposto e resolve-se esta equação, determinando-se assim a outra 
raiz e, consequentemente, a solução do sistema. 


Aplicações 


I. Resolver. o sistema ( se e = a ) 
Multiplicando. a segunda equação por — 1 (portanto, trocando 
os sinais da segunda equação), teremos: 


sty=a | l Para resolver êste sistema, pelo 
-3z -y = -Af ` ! método de eliminação por adição, 
no ENN 1 não devemos eliminar x, porque 
É E 12 | então seríamos obrigados a multi- 
NS | plicar a primeira equação por — 3; 
r= 6 
pa ZR | é preferível eliminar y, porque y 
: 4 ; as 19 E | tem o mesmo coeficiente nas duas 
er O R: = o equações. 
II. Resolver o sistema ( a i E a ) 
Multiplicando a segunda equação por — 3, teremos: 
“brl-6y = 19 
-21x — 6y = —- 3 
-I6r= 16 i` E’ indiferente eliminar y ou x. Entre- 
16r = -16 ! tanto, se quiséssemos eliminar x, seria ne- 
v=- 1 | cessário multiplicar a primeira equação 
E I por7ea segunda por —5; ao passo que, 
ES Eo = 19 para eliminar ,y, é bastante multiplicar a 
= o E 19-5! segunda equação E — 3. 
Oy = 24 l Resposta Es 
y=4 | a ly=4 
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; 4z +- liy — 63 
III. Resolver o sistema ( Rs e O ) 


Multiplicando a primeira equação por 3, e a segunda por — 2, 
teremos: 


12x + 33) = — 189 “Neste sistema devemos 
-12x + 10y = — 26 | eliminar x por ter coeficien- 
dan SOS ! tes menores que y. Entre- 
. 49y © a E 
Re nes | tanto, para eliminar z, não é 
1 necessário multiplicar a pri- 
6z — 5- 5) = 13 | meira equação por 6 e a se- 
6r + 25 = 13 ! gunda por — 4; o m.m.c. dos 
6z = 13-25 ! coeficientes 4 e 6 é 12; ` 
6r = — 12 ! 12 =4X3€e12=6X2. 
x =~2 ı Portanto, é bastante multi- 
g = —2 i plicar a primeira equação por 
Resposta: ( y = -5 ) | 3 e a segunda por — 2. 


Wa Resolver o sistema ( lx + l4y = 79 ) 


19x + 21y = 99 
Multiplicando a primeira equação por 3, e a segunda por —2, 
teremos: 
( 51r + 42y = 254 ) 
—38xz — 42y = —198 
13x = 39 
diretos, ferível eliminar y. Com efei- 
to, o m.m.c. dos coeficientes 14 e 21 é 42;. ora 42 = 14 X3 e 
42 = 21 X 2. Portanto, é bastante multiplicar a primeira equação 
por 3, e a segunda por — 2. 
10. Forma normal das equações. Á Tona normal das 
equações do primeiro grau com uma incógnita é 
ax =b (E.M.T:V.§75) 
A forma normal de uma equação do primeiro grau com duas 
incógnitas é 


| Poderíamos eliminar x, 
| multiplicando a primeira 
! equação por 19 e a segunda 
| 
| 
| 


ax + by = c 


Nesta equação, x e y são as incógnitas; a, b e c são números 
quaisquer, são os coeficientes; c é um têrmo independente das 
incógnitas. 


por — 17. Entretanto, é pre- ` 


ranma me mit 


rente 
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A forma normal de um sistema de duas equações simultâneas 
do primeiro grau com duas incógnitas é 


sda: by=ch 
a'x + b'y = c j 


- Neste sistema, x e y são as incógnitas; a, be c, assim como 
a, v e c” são números quaisquer, são os coeficientes; cec’ são 
têrmos independentes das incógnitas. 

Antes de resolver um sistema de duas equações simultâneas 


com duas incógnitas, é necessário reduzí-lo à sua forma normal. 


Aplicações 








Bda UR 
SR o 
1. Resolver o sistema : 
geo 
y 2 
Eliminando os denominadores . . .... ( Red e | 
2z = y J 
2 + 3y =81 
Transpondo . . saoasaoa aa ( %2- y=0 f 
2r +- 3y = 8 1 
Multiplicando a segunda equação por — 1 ( cad a 
Somando- o sus mou GT qo RO A åy = 8, etc 
t+l y+3_ 5 
f zo A | 
2. Resolver o sistema , 
2-5 dp 3 l | 
6 18 ` 
Epa e 2x 2 3= 5 
Eliminando os denominadores. . . ( 3x ý 15 E A 3 = 18 
Transpondo . . . . cc... GR Rap Ea 
3z - y=18 +15- 3 
Reduzindo . . $ PE E E E a WN 
3z — y= 30 


Somando: rien N n en a a 65 5r = 30, etc.. 
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Exercícios. Série IV (*) 


Resolver, pelo método de eliminação por adição, os seguintes sistemas: 








1. z4 2y= 3 ! 5. 5 + 3u = 14 1 9, 2z+ 8y = 41 
3r+ y= 4 ! 3t - 5u=22 | 2y -+ 3x = 39 
2 r+ ğ=32 | 6 5m-4n= 7 | l0. 2s+5y=17 
z- y=10 i 2m + 3n = 12 l 9z- 2 = 8 
3. z+ 2y = 27 l T. 3z + 5y = 14 i IL 5z4+ 4y=58 
z- y=-3 ! 6z — 3y = 15 I 3z + Ty = 67 
! l E 
4. 2r + 3s = 13 l 8. a +5b = 12 | 12. 12x + Ty = 176 
r+2s= 8 l 3a - 4b =-2 ! ` 3y-—i9z=3 
, DR DAS i 37 + 12y 
Berre g ! MH =? 
8 1 e Ex 
Co sMe+BD=sy-D+2 | e = Hz% 


=- N. B. Se uma equação se apresenta em forma de proporção, eliminam- 
se os denominadores aplicando-lhe o teorema fundamental das proporções. 



































$ | 
O 20. 2s + ULÊ as 
oA l 
5z — 3y = 13 z 
E 5 à 9y -2 l = — 10 
i = l 
ioo Ay y eUs Ta l : 
3 É 3 l r y 1 
s | Buss pes 
Z tido 4 3 4 6 
E 3 3 ! z-2 y+i_ 1 
ds E à l 5 2 2 
«RE z 2 EN i 
z— 3y ; e po a Rd 
z — 3z- 2y = - 32 l i 
l a E cl ci GR 
18 e A e l j 2 3 E 
A 6 3 js E 49 
pe A o ! 23. E = 250 
8 As l E r J ' 
z = Bly- 
p 21 ,0+3,,5 à 
EURO RARE A ! A 12x = Ty +39 
EGOR pedais | Ea SEAE 
6 18 4 2 


C) Convém ler a Nota da pág. 271 





| 


dm 
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Problemas: Série V 


Os problemas que se seguem deverão ser resolvidos com duas incógnitas. 

1. Determinar dois números consecutivos tendo por soma 83. 

2. Determinar dois números tendo por soma 147 e por diferença 53. 

3. A soma de dois números é 222 e o quociente é 5. Quais são os dois 
números ? elas 
4. A soma de dois números é 141, o quociente incompleto é 6 e o resto 
da divisão do' maior pelo menor é 15. Quais são os dois números? 

5. A diferença de dois números é 450 e o quociente é 7. Quais são os 
dois números? i . 


6. A diferença de dois números é 182, o quociente incompleto é 4 e o 


resto da divisão do maior pelo menor é 26. Quais são os dois números? 
7. Calcular o comprimento e a largura de um retângulo cujo perímetro 
mede 208m, sendo a largura igual a 5 do comprimento. 3 

8. Um número é o quíntuplo do outro; diminuindo 80 unidades do 
maior, e 8 do menor, os restos são iguais. Quais são os dois números ? 

9. Pai e filho têm juntos 96 anos, e a idade do pai é o quádruplo da 
do filho. Qual é a idade de cadá um? 
10. Dividir 90 em duas partes tais que 4 vêzes uma seja igual a 5 vêzes 
a outra. a 

11. Dividir o número 126 em duas partes tais que uma seja o dôbro da 
outra. . SN Ra 
12. Dividir 40 em duas partes tais que cinco vêzes a primeira mais três 
vêzes a segunda seja igual a 184. 

13. Dividir 50 laranjas em duas porções tais que a diferença entre o 
triplo da primeira e o quádruplo da segunda seja 38. 

14. Tenho Cr.$255,00 em notas de Cr.$20,00 e de Cr.$5,00. O número 
total delas é 30.. Quantas são as notas de Cr.$20,00 e as de Cr.$5,00? 

15. Dividir 120 em duas partes tais que 10 vêzes a maior seja igual a 
14 vêzes a menor. ; 

16. Comprei 30 sacas de café, tipos 3 e 4, e paguei Cr.$4.140,00. O tipo 
3 custou Cr.$150,00 a saca e o tipo 4, Cr.$120,00. Quantas sacas de cada tipo 
comprei? o Ta 

17. Comprei 30m de sêda e 40m de fôrro por Cr.$1 280,00.. Sendo o 


preço de um metro de sêda igual a 4 vêzes o preço de umimetro,de fôrro, per- , 


gunta-se qual o preço do metro de cada fazenda. 

18. Um empregado ganha Cr.$15,00 por dia, mas é obrigado a pagar 
uma multa de Cr.$4,00 quando não comparece ao escritório. Ao cabo de 60 
dias recebe Cr.$729,00. Quantos dias trabalhou ? ; 

19. A diferença entre dois números é 4; a diferença entre o quíntuplo 
do menor e o triplo do maior é 10.' Quais são os dois números? 

20. Um negociante tem duas qualidades de vinho; uma custa Cr.$2,00 


o litro e a outra, Cr.$3,60. Quer fazer uma mistura de 80 litros, e de modo ` 


que cada litro da mistura custe Cr.$3,20. Quantos litros de cada vinho deve 
misturar ? i l j ii das 


EPE E E sara re eae rt 
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21. Dividir -o número 60 em duas partes tais que um sétimo de uma 
seja igual a um oitavo da outra. 
22. Repartir 55 laranjas em duas porções tais que um quarto da pri- 
meira, mais cinco sextos da segunda seja igual a 40. 
- 23. Tenho galinhas e coelhos, ao todo 77 cabeças e 238 pés. Quantas 
são as galinhas e quantos os coelhos? 
. 24. Um pai tem 30 anos mais que seu filho; dentro de 4 anos, a idade 
do pai será o quádruplo da do filho. Qual:é a idade de cada um? 
25. Qual é a fração cuja soma dos têrmos é 221, e que é igual a %? 
-- 26. Determinar uma fração que seja igual a %, e cuja soma dos têrmos 
seja 169. 
27. A soma dos têrmos de uma fração é 300; determinar esta fração, 
sabendo que ela é igual a Hi. j 
28. Somando 25 ao numerador de uma fração, ela se torna igual a 3; 
somando 5 ao denominador, ela se torna igual a %. Qual é a fração? 
29. Somando 7 ao numerador de uma fração, ela se torna igual a 2; 
subtraindo 1 do denominador, ela se torna igual a 1. Qual é a fração? 
30. A soma de duas frações cujos numeradores são 3 e 7, é 1%: tro- 
cando, porém, os denominadores, a soma é. 1%. Quais são as duas frações? 
í 31. Somando 5 ao numerador de uma fração, ela se torna igual a 1; 
dividindo a fração por 5 e subtraindo 10 do denominador, ela, se torna igual 
a 0,1. Qual é a fração? 
- 32. Há oito anos a idade de um pai era 5 vêzes a do filho; dentro de 
2 anos, a idade do pai será o dôbro da do filho. Calcular a idade do pai e a 
do filho. 


anos. Qual é a idade de cada um? 
34. Dois números são tais que, dividindo o maior pelo menor, o quo- 


ciente é 2,14 e o resto é 0,02; dividindo o menor pelo maior, o quociente é ` 


0,46 e o resto é 0,0376. Quais são os dois números ? 

35. Dados dois números, o quociente incompleto da divisão do maior 
pelo menor é 1 e o resto é 2; o quociente incompleto da divisão do menor pelo 
* maior é 0,8 e o'resto.é 1. Quais são os dois números? 

36. Dados dois números, o quociente exato da divisão do menor pelo 
maior é 5/23; mas, dividindo-se o maior pelo menor, o quociente incompleto 
é 4 e o resto é 21. Quais são ọs dois números? 

37. A tem o triplo do dinheiro de B. Se B ganhar Cr.$5,00 e A gastar 
Cr.$15,00, B terá o dôbro do dinheiro de A. Quanto tem cada um dêles? 

38. Ponho Cr.$2 500,00 a juros, uma parte a 6%, e a outra a 5% e, ao 
cabo de um ano, ganho Cr.$141,00. Determinar as duas partes. 

39. Separei Cr.$5 000,00 em duas parcelas e emprestei-as, a primeira 
a 7% ao ano e a segunda a 34%. A diferença entre os juros anuais da primeira 
parcela e os da segunda é Cr.$140,00. Determinar as duas parcelas. 

40. Um número tem dois algarismos, cuja soma é 11. Se somarmos 
45 a êste número, o resultado será êste mesmo número escrito em .ordem 
inversa. Qual é êste número ? 


.33: A soma das idades de um pai e seu filho é a metade do que será : 
dentro de 25.anos; a diferença é um têrço do que a soma será dentro de 20 ` 


Ed 
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41. Um número tem dois algarismos cuja soma é 13. Subtraindo 45 
dêste número, resulta o mesmo número escrito em ordem inversa. Qual é 
êste número? E 

42. A soma dos dois algarismos de um número é 9. Se dividirmos o 
número pela soma dos seus algarismos, o quociente será 8. Qual é o número ? 

43. Um número tem dois algarismos, sendo que o algarismo das dezenas 
é o maior. Se o dividirmos pēla soma dos algarismos, o quociente aproxi- 
mado será 7 e o resto, 9; se invertermos a ordem dos algarismos dêste 
número, se lhe diminuirmos 6, e dividirmos o resto pela diferença dos dois 
algarismos, o quociente aproximado será 5 e o resto, 3. Qual é o número? 

44. A minha idade é um número de dois algarismos, cuja diferença é 5. 
Invertendo os dois algarismos, o número resultante será a idade de meu neto. 
Determinar a minha idade e a de meu neto, sabendo que elas são proporcionais 
aos números 3 e 8. 

- 45. Dividindo um número de dois algarismos pela soma dos mesmos, 
o quociente aproximado é 8 e o reto é 4; mudando a posição dos algarismos, 
e dividindo o número resultante pela soma dos seus algarismos, o quociente 
aproximado é 2 e o resto é 7. Qual é o número? 

` 46. Mandei comprar maçãs a Cr.$0,80 e peras a Cr.$1,20, num total 
de Cr.$15,60. Quando o meu: empregado voltou, devolveu-me Cr.$1,20, di- 
zendo-me que cada maçã estava custando mais Cr.$0,10, e cada pêra, menos 
Cr.$0,20. Quantas maçãs e quantas peras mandei comprar ? i 

47. Dividir um segmento AB, com 7,02m em dois segmentos propor- 
cionais aos números 5 e 8. : - PR 
% i Dividir o número 1540 em duas partes proporcionais aos números 

ex. RA 

49. Dois irmãos receberam Cr.$13 800,00, em duas partes desiguais. O 
primeiro gastou % da sua parte, o segundo gastou % ds sua, e verificaram que 
o resto do primeiro era igual ao dôbro do resto do segundo. Quanto tinha 
recebido cada um? š 

50. Um certo capital, rendendo juros simples, eleva-se a Cr.$26 000,00 
em 6 anos, e a Cr.$30 000,00 em 10 anos. Calcular êste capital e a taxa. 


11. Eliminação por substituição. Consideremos o seguinte 
13x — 11y = 10 
Considerando a primeira equação do sistema como uma equa- 
ção literal cuja incógnita é y, teremos: 
i 60- 7x 
= 


Entrando com êste valor de y, na segunda equação do sis- 
tema I, teremos: 





dy = 60-77 .'. y= 
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no go fa) 


65x — 11(60 — 7x) = 50 


65x — 660 + 777z = 50 Em primeiro lugar, escolhemos a in- 

65r + 77x = 50 + 660 cógnita que queríamos eliminar ou ez- 
1427 = 710 terminar, como dizia Newton. E esco- > 

Pim 5 lhemos y, por ter menor coeficiente do que 

Tz + 5y = 60 x. Depois, tirámos o valor de y, da 

7X5 + 5y = 60 primeira equação, isto é, resolvemos a 

-öy E Aa primeira equação, em relação a y; pode- 

a z > ríamos, tirá-lo da segunda, mas é pre- 


Resposta. ( v= 7 ) | 


="10 


l 
l 
l 
l 
l 
l 
L] 
l 
| 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
[] 
l 
l 
l 
l 


“Obtido valor de x, é fácil calcular y, 
recorrendo a uma das equações do sis- 
tema I. Vejamos agora o que fizemos 
para resolver êste sistema. 


“ferível tirá-lo da primeira, porque nesta 


o coeficiente de y' é menor do que na 


segunda. Tendo tirado o valor de y, da 


primeira equação, entrámos com êle na 


segunda. (Se tivéssemos tirado o valor de y, da segunda equação, 


deveríamos entrar com êle na primeira.) Chegámos assim a uma 
equação do primeiro grau, com uma incógnita, x. Resolvemos 


‘esta equação, obtivemos o valor de « e, finalmente, uma das equa-. 


ções do sistema I nos deu o valor de y. 
yumo que o valor de y, tirado då primeira equação é 


; = 0- 7 
y= = A) 





ł 
Dá-se a esta equação o nome de equação resolvida em relação 
a y. Obtido o valor de x, não é costume tirar o valor de y, de uma 
das equações do sistema I; recorre-se “imediatamente à equação 
resolvida em relação a y, Be é, à equação A. Sendo z=5, teremos: 


= 60-7X5 E o Do 





A o Ma O e 
-O método de eliminação que acabámos de expor é chamado 
método de eliminação por substituição e pode ser resumido na se- 
guinte l 
- Regra. Para resolver um sistema de duas equações simultâneas, 
com duas incógnitas, pelo método de eliminação pôr substituição, 


.y=s 


as 


Di 
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a) Resolve-se uma das equações, em relação à incógnita que se: 


quer eliminar. 


b) Substitue-se na outra equação a incógnita que se quer 
eliminar, pelo seu valor tirado da primeira. 

c) Resolve-se a equação . resultante desta substituição. 

d) Entra-se com a raiz obtida, na equação resolvida em relação : 
à incógnita que se eliminou, e obtém-s se assim o valor desta incógnita 
e, consegientemente, a solução do sistema. 


Exercícios orais ` 
Tirar o valor de z, e depois o de y, 


Fá 


de cada uma das equações seguintes: 


1l. 2z + 3y = 7 i T. 4% — 7 = 3y S 13. 7 = 2z — 3y 
2. 5z -4y=10 1 8 2-8 =5y | l4. 0=5r+2y 
3. z+5y=13 ! 9. 4y +9 =1 I 1l5.i=s z-y 
4 z-3y=8. ı 1% 2z-9 =3y.! 16 3=2gr+y 
5 4s+y = 9 ! IL5y-2 =7z ı 1. 4=8r-y 
6. 3% -y = 5 | l v-2y=00 1 18. 5 = 2y -rz 


Observação. Íste exercício oral é indispensável, e deve ser feito com 
rapidez pelos estudantes. Certos defeitos devem ser evitados. Pergunte-se a 
um estudante qual é o valor de y, tirado da equação 4x — 3y = 10; é quasi 
certo êle embaraçar-se com o sinal. Precisamos mostrar-lhe que, para res- 


ponder à nossa pergunta, êle deve fazer mentalmente as seguintes operações: 


4z— 3y = 10. 


. 42-10 = 3y . 


4z— iQ 





Exercícios. Série VI (*) > 
Resolver, pea método de. eliminação por substituição, os euntes 








sistemas: 

1. 9%- Tz = 13 Lido T= y> i 7% -3y=-ls 
“162 — 79 =9 o z+ by=1 l 3z + 7y = 48 
2. 2ly + 20z = 165 | 5. 4s + ily = Ea | 8. 24m + 7n = 27 
TTy — 80x = 295 1 6z- 5y=13 | 8m — 33n = 115 

SO E | 6 2z- 5y=-1 1 9.5y+ 3z =37 
3% — y = 10 1 Tz + 8y =22 ! dz + 15y = 111 
i 
-g = í 
10. y-s=2 A i nt 
=. i pt 
4 5 i 9z L 100 
] 
a E i yte 
lidas = 30 13. 27 E 54 
z 5r 1 2y-s 
4 va Rasca O 





(*º) Convém ler a Nota da pág. 271. 
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- Problemas. Série VII 


Os problemas que se seguem deverão ser resolvidos com duas incógnitas. 


1. A e B trabalham na mesma fábrica. Ao cabo de um mês de tra- 
balho, com 25 dias úteis, recebem seus salários. Tendo B faltado 3 dias ao 
serviço, ambos receberam Cr.$498,00. No mês seguinte, também com 25 dias 
úteis, tendo A faltado 3 dias ao trabalho, ambos receberam Cr.$489,00. Quan- 
to ganha por dia cada um dêstes operários ? l 

2. Um navio desce o rio Paraná com a velocidade de 36,8km a hora; 
sobe o mesmo rio com a velocidade de 27,4km. Qual seria a velocidade do 
navio, se não existisse a velocidade das águas do rio ?. 

3. Tenho duas qualidades de vinho; 5 litros da primeira mais 8 litros 
da segunda valem Cr.$60,80, e 7 litros da primeira mais 12 litros da segunda 
valem Cr.$89,60. Quanto custa um litro da primeira qualidade e um litro da 
segunda ? į ; 

4. Quero dar esmola a alguns pobres. Dando Cr.$1,00 a cada um, 
sobram-me Cr.$1,50. Entretanto, não posso dar Cr.$1,50 a cada um porque 
me faltam Cr.$4,00. Quanto dinheiro tenho e quantos são os pobres? 

Sugestão. Tenho x e os pobres são y. 

5. Um número é formado de dois algarismos cuja soma é 9. Invertendo 
a ordem dêstes algarismos, o número resultante tem 27 unidades mais que 
o triplo do número primitivo. Determinar êste número. 

i 6. Eu divido um número de dois algarismos pela soma dêstes algaris- 
mos diminuída de 3; o quociente é 7 e restam 3. Eu inverto a ordem dos 
dois algarismos e divido êste novo número pela soma de seus algarismos au- 
mentada de 2; o quociente é 4 e restam 10. Qual é o número? 


eee a ppa Ap, nho rar ma er ar ra 
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7. Um negociante tem vinho de Cr.$5,00 e de Cr.$8,60. Quer prepa- 
rar uma mistura de 80 litros, para vendê-la a Cr.87,50. Quantos litros de cada 
qualidade deve misturar? 

8. Tenho vinho de Cr.$7,20 e de Cr.84,00. Quantos litros de cada qua- 
lidade devo misturar para poder vender 60 litrós de vinho a Cr.$6,00 o litro? 

9. Tenho chá de Cr.$4,60 o quilo e Cr.$7,00 o quilo. Quantos quilos 
de cada qualidade devo misturar para poder vender 40 quilos da mistura a, 
Cr.$6,10? f - 

10. Determinar dois números tais que a diferença entre o primeiro e o 
dôbro do segundo seja 6, e o dôbro do primeiro, menos 7, seja igual ao quá- 
druplo do segundo aumentado de 5. 

- Il. Quais são os números que se devem acrescentar aos têrmos da 
fração %, sem que o valor desta fração se altere? A soma dos dois números 
pedidos é 343. À 

12. Um negociante vendeu galinhas e perús, ao todo 40 aves. Vendeu 
as galinhas a Cr.$4,50 cada uma, os perús a Cr.$12,60 cada um, e recebeu 
por tudo Cr.$398,70. Quantas eram as galinhas e quantos os perús? 

13. Um negociante vendeu galinhas e frangos, ao todo 36 aves. Ven- 
deu as galinhas a Cr.$7,00 cada uma, e os frangos a Cr.$5,00, e verificou que. . 
o dinheiro recebido pelas galinhas era igual ao dinheiro recebido pelos fran- . 
gos. Quantas eram as galinhas e quantos os frangos? 

14. Distribuí um pacote de balas por alguns meninos e cada um recebeu 
12 balas. Mas o.mais velho desistiu da sua parte e então cada menino recebeu 
15 balas. Quantas eram as balas e quantos eram os meninos ? 

15. Um empregado trabalhou em duas casas comerciais durante 45 
dias, ganhando Cr.$5,25 por dia na primeira e Cr.$6,20 por dia na segunda. 
Recebeu ao todo Cr.$252,40. Quantos dias trabalhou em cada casa? 

16. Comprei 6kg de café e 4kg de chocolate por Cr.$54,00. Entretanto, 
se eu tivesse comprado menos 1kg de café e mais lkg de chocolate, teria pago 
Cr.$4,00 menos. Quanto custou o quilo de café e o de chocolate? 

17. Dois estudantes mediram o comprimento de uma rua, contando os 
passos dados. O passo do primeiro tem 0,77m e o do segundo 0,80m. O pri- 
meiro deu 12 passos mais que o segundo. Qual é o comprimento da rua? 

18. Um professor deu 20 problemas a um aluno, e prometeu dar Cr.$5,00 
por cada problema que o aluno acertasse; êste, porém, ficaria obrigado a 
pagar ao professor Cr.$2,00 por cada problema não resolvido. Terminado 
o trabalho, verificou-se. que o professor devia Cr.$79,00 ao aluno. Quantos 
problemas acertou êste? Quartos errou? i 

19. Pedí ao meu amigo Cristovão que me desse 34 do seu dinheiro; eu 
ficaria então com Cr.$700,00. Mas o Cristovão não concordou comigo e pe- 
diu-me que eu lhe desse 34 do meu dinheiro, porque assim êle ficaria tam- 
bém com (Cr.$700,00. Quanto dinheiro tinha cada um de nós? 

20. Somando 9 a ambos os têrmos de uma fração, ela fica igual a 29%; 
diminuindo 7 de ambos os têrmos, ela fica igual a %. Qual é a fração? 

21. Somando 9 ao numerador de uma fração e diminuindo 9 do deno- 
minador da mesma, ela se torna igual a 8; diminuindo 7 do numerador e 
somando 7 ao denominador, ela se torna igual a Ho. Qual é a fração? 
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22. O quociente aproximado da divisão de dois números é 2-e restam 6; 
dividindo o décuplo do segundo pelo primeiro, o quociente aproximado é 4 e 
restam 18. Quais são os dois números? - 

23. Dois operários trabalharam 17 dias e 24 dias e receberam juntos 
Cr.$512,00. Quanto ganha cada um dêles por dia, sabendo que o dinheiro que 
o primeiro recebe por 5 dias de trabalho é igual ao dinheiro que o youto re- 
cebe por 8 dias de trabalho? 


24. Tendo Cr.$15 000,00, coloquei parte. dêste dinheiro a 6% a ao ano, €o. 


resto a 5%. Recebi, no fim do ano, Cr.$810,00 de juros. Calcular os dois 
capitais. 

. 25. Entrando em combate, os efetivos de dois exércitos eram propor- 
- cionais aos números 5 e 6. Morreram 1400 homens do primeiro exército, 
6 000 do segundo, e os efetivos ficaram proporcionais aos números 3 e 2. 
De PEA soldados se compunha cada exército ? 


- 12. Eliminação por comparação. Consideremos o seguinte 
sistema: [3yr = 41 | E 
2y + 5z = 22 f 

“Considerando as duas equações do sistema como equações 
literais nas quais a incógnita é y, ê resolvendo as duas em relação 








a y, teremos: 4+ 74 
= 3 (A). 
> a 
Do (B) 


Comparemos êstes dois valores de y; são iguais porque as equa- 
ções do sistema I são simultâneas. Neste caso, podemos escrever: 


4+ 7r 22-55 A incógnita y foi eliminada pela 
ER F3 comparação dos dois valores de y, tirados 
E respectivamente das duas equações do 

1 pa = o 3 . sistema I. Igualando os dois valores de 
s+l5r = 66- y, formámos uma equação cuja incóg- 








29r = 58 nita é x. Resolvemos esta equação para 
r=2 determinar o valor de x. Conhecido o 
E matt valor de x, entrámos com êle numa das 
3 equações resolvidas em relação a y, isto 
4+7Xx2 é, na equação A. E a equação A nos 

a == deu o valor de y. 
O método de eliminação que expuse- 

4+ 14 





am ma ma a a a a a a a Aaa an Maa Aaa an D aaa D aa oet 


y6 


mos neste parágrafo é chamado método 
de eliminação por comparação e pode ser 
resumido na seguinte 


- mmnm penetra aa AE re e R EP a ra cm mg e mus e e cr TA, meaa 
k e Ryo 
e 
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Regra. Para resolver um sistema de duas equações simultâneas, 
com duas incógnitas, pelo método de eliminação por comparação, 


a) Resolvem-se as duas equações, em relação à incógnita que 
se quer eliminar. 


b) Igualam-se os dois valores desta incógnita e resolve-se a. 


equação resultante. 

c) Entra-se com a raiz obtida numa das equações resolvidas em 
relação à incógnita que se eliminou, e obtém-se, assim, o valor desta 
incógnita e, consegientemente, a solução do sistema. 


Série VIII 


y Es 
Resolver, pelo método de eliminação por comparação, os seguintes 
sistemas: ; 


Exercícios. 
































l. 2s +3y=43 į 3 z=3y-19 ! 5 6m+8n=?26 
10x — y=7 l y = 3z — 23 l 5m — 3n = 70 
2 xr4+2y=5 | 4 3z- 4y = 14 1 64 +3y=5 
3z - 4y =5 i 3y — 4z = -14 | 9y - 8r=0 
2 Y A L+ty z-y l 
4 +5r 3- du A z rty 
TI +4 =0 ! gt 9 =7 
x-2 ne 10-z I 
8. E = — 
5 4 3 11. sm 2 
v+2 22+y v+I3 i 32-27 
3 16 8 i 2 3 Y = 3r 4+4 
i : 
9. 3z- E 3 = z+y ! ; 
5 l 12. 2z- 5y =-1 
i 
T-2y zr Y 1 z- 3r +2 
8- EA RLA AAE A 
4 2+3 i 7 23 ! 


13. Equações simultâneas fracionárias. Equação jracio- 
nária é aquela que contém incógnitas em denominador. Em geral, 
quando as incógnitas estão nos denominadores, nem sempre pode- 
mos eliminar êstes, porque a sua elimi- i 4 3 
nação traz dificuldades que, por enquan- f 
to, convém evitar. i 

i 
1 
i 
l 








Consideremos alguns casos simples, 
como, por exemplo, o sistema ao lado. 


3) 


1 


ao 
5 7 


i ari F- 
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Este sistema não oferece dificuldade; as duas equações têm 
a forma de uma proporção e, aplicando-lhes o teorema funda- 
mental das proporções, teremos : 


l 41-y) = 3(£- 1) } 
5(2x-39) = 7(24-5) quer um dos três métodos ja indicados. 


Consideremos agora o seguinte sistema: 


6 Es Eos i Eliminando os denominadores, 
z£ y 2 (A) | teremos: 

EA o 10: ne Di 1 E 

T y 3 l 21y — 18r = 16ry 


Estas equações são do segundo grau, cujo processo de resolu- 
ção ainda não foi abordado. Portanto, não podemos eliminar os 
denominadores das equações do sistema A. 


Para resolver o sistema A, e outros da mesma forma, sem 


eliminar os denominadores, recorremos a, um método muito simples 


e elegante, ao qual podemos denominar método das incógnitas 


auxiliares. E” o que vamos aplicar aos exemplos que se seguem. 
Primeiro exemplo. Resolver o seguinte sistema: | 


Te e 

z y 6 { i 

5 4 23 (B) 
` q 

z y 6 


' ; 1 1 
Isolando, neste sistema, as frações E DE teremos: 


1 1 5 

E qua 

Rd a 
ar Y ~ ô 


“Para resolver o sistema C, recorremos ao seguinte artifício 
de cálculo: fazemos 


1 1 


i Desaparecem os denominadores e o . 
! sistema se resolve facilmente por qual- 
l , 
1 


A RA mp mom ms ha da 
, 


(SE Sand 


A as? 


iara as 0 0 au ua 


E . 
raça mm ER, E e 
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Voltando ao sistema C, e substituindo L por te Ei por u, 
teremos: Tz Y 


23 vo) 


Resolvendo o sistema E, por Auslquer dos três métodos já . 
aprendidos, acharemos: 


1 1 
t = 2 u = 3 
Finalmente, voltando às equações D, teremos:, 
z z 2 ASR i q=2 
E o AS o esposta. EE 
y y 3 


Di Quando dois números são iguais, seus recíprocos também 
1 rasa : 

o ja Sendo n ao recíproco de T isto é, z, será igual ao recíproco 

de 2 isto é, 2. 


Segundo exemplo: Resolver o seguinte sistema: 


4 6 4 » 
$: y 5 
3 7 11 


2z t 3y "10 


Isolando as frações = e = teremos: 


E E a E EE 

t y 5 
T PR a E 11 
E RL TO 


A oo 


iia caos o Ahim | air olia a 
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4 
4t —'6u = 5 
1 lz teremos: 
no aa : ds ii 
Dq 
iste siste z z N 
Resolvendo êste sistema, acharemos t = z eu = — Mas, 


= 


g = 
la. 
Resposta. = E 


ms 
wm mae” 


jm w|= 


1 

Es 

fis 
Y 


Exercícios. Série IX 


Resolver os seguintes sistemas: 








: 2 5 4 
3 8 DR Rn 
L+ 2-5 i H 1 l ? s 3y 27 
i j1 
oE e e e a 
z y 3 I z y al 4z y 
Pa l o 
2-3 2-6:| RASA 
520 Denis i ETE E ET i bi by 
e i i 5 O 7 
8 2 2 ! s +ty-5 3 | Estes 
so y I z -y+l i z y 
` 1 1 
dx i n EEE E 
=4 8. — | 
T2 ; À aa a 
23 -4 1 tel 
4x-3y +1 4 l g-+ y + 


Problemas. Série X 


Os problemas que se seguem deverão ser resolvidos com duas incógnitas. 


; ó ias, trabalhando 
i ios, A e B, podem fazer um móvel em 12 dias, i 
junt ES a 5 dias Ee trabalho, À fica doente e B, para a 
A Ai combinado, é obrigado a trabalhar mais 21 dias. Re QU Enio ias 
gdi um dêstes operários, trabalhando só, faria o mesmo serviço 


Solução. Sejam ze Yy os dois tempos pedidos. Se A faz o ser VIÇO em 
T 1 Fari e B faz o ser VIÇ m 1 dia a aa o 
dias, em dia fará 3 S o e Y dias, em Í Y á 


Mas, se os dois, trabalhando juntos, fazem o serviço em 12 dias, conclue-se 
2 
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que a soma dos trabalhos feitos por A e B, em 1 dia, representa Es do ser- 
viço todo, isto é, 12 


1 1 1 
E E (1) 


Acontece porém que, 20 cabo de 5 dias, A fica doente e B, para coneluir 
o serviço, é obrigado a trabalhar mais 21 dias. Donde se conelue que A tra- 


balhou 5 dias e B trabalhou 26 dias. Nestas condições, A fez = do servi- 


ço e B fez = do mesmo serviço, isto é, 
26 > 
242 Ø 
z y i 


As equações (1) e (2) formam o sistema que é necessário resolver. 

2. Um empregado ganha por dia Cr.$10,00 e comida. Mas, quando 
não trabalha, paga Cr.$3,75 pela mesma comida. Ao cabo de 100 dias, re- 
cebe Cr.$903,75. Quantos dias faltou ao trabalho ? j 

3. A e B, trabalhando juntos, fazem um serviço em 15 dias. Ao cabo 
de 8 dias de trabalho, A se retira e B, para concluir o trabalho combinado, 
é obrigado a trabalhar mais 9 dias. Em quantos dias cada um dos operários, 
trabalhando só, faria o mesmo serviço ? ia 

4. A e B, trabalhando juntos, constroem uma parede em 7 dias e X 
do dia. Ao cabo de 3 dias, A se retira e B, para terminar a parede, trabalha 
mais 7 dias. Em quantos dias, cada um dos operários, trabalhando só, cons- 
truiria a mesma parede? r 

5: A e B constroem uma parede em 40 dias. Entretanto, se A dupli- 
casse a sua atividade, e B triplicasse a sua, a parede ficaria pronta em 15 
dias. Em quantos dias, cada um dêstes operários construiria sózinho a mesma, 
parede ? 

6. Um tanque tem duas torneiras, as quais, abertas simultâneamente, 
enchem o mesmo tanque em 36 minutos. Abrem-se as duas torneiras; ao cabo 
de 15 minutos, fecha-se uma delas, deixa-se a outra aberta e verifica-se que 
são necessários mais 40 minutos para que o tanque fique cheio. Em quanto 
tempo cada uma das torneiras encheria o tanque ? 


7. A soma de dois números é 7 e a soma dos recíprocos dêstes mesmos 
números é %». Determinar os dois números. : 

8. Determinar dois números sabendo que a soma e a diferença de seus 
recíprocos são, respectivamente, % e 4%. é : 

9. O quociente de dois números é 0,875. A diferença dos recíprocos 
dêstes mesmos números é %s. Determinar os dois números. 

10. Em um teatro foram vendidas 300 entradas, por Cr.$1250,00. As 
entradas para os adultos custavam Cr.$5,00 e, para os menores, Cr.$2,50. 
Quantas entradas para adultos foram vendidas, e quantas para menores? 

11. O perímetro de um retângulo mede 26m. Se o comprimento aumen- 
tar de 4m e a largura aumentar de 2m, a área dêste retângulo aumentará de 
46 metros quadrados. Determinar as duas dimensões. 

712. Uma certa quantia, posta a render juros em um banco, se eleva a 


Cr.$262,50 em 10 meses, e a Cr.$272,50 em 18 meses. Determinar esta quan- 
tia e a taxa de juros. 





= 
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13. Para construir uma parede, 6 pedreiros e 4 serventes trabalharam 


durante 30 dias. Entretanto, se um pedreiro fosse substituído por um ser-- 


vente, a mesma parede seria construída em 32 dias. Em quantos dias 12 
pedreiros fariam êste serviço ? é 

N.B. Sejam z e y as porções de trabalho feitas respectivamente por 
um pedreiro e um servente, durante um dia. 

14. Um torrador preparou 50kg de café, misturando duas qualidades 
cujos preços respectivos por kg são Cr.$2,60 e Cr.$3,50, e vendeu cada kg desta 
mistura a Cr.$3,20. Determinar quantos kg de café de Cr.$2,60 êle misturou 
com o café de Cr.$3,50. j 4 

15. Um joalheiro tem ouro do título de 0,84 e ouro do título, de 0,92. 
Quantas gramas de cada qualidade deve ligar para fazer uma pulseira com 


50g de pêso e cujo título seja 0,9? k 
Solução. Sejam x e y as duas porções; a primeira equação do problema 


será: l -z + y= 50 e 
A primeira porção contém 0,84 de seu pêso, de metal fino; a segunda 
contém 0,92; a pulseira contém 0,9. Portanto, a segunda equação é: 


Siz 92y 90x50 
100 100 100 
14. As fórmulas de Cramer. Já vimos (810) que duas 
equações simultâneas do primeiro grau, com duas incógnitas, 
podem sempre ser reduzidas à seguinte forma: . l 
ax + by =c (A) 
1 a'x + b'y= c' 3 
Vamos resolver êste sistema, recorrendo a um dos métodos 
conhecidos, por exemplo, ao de eliminação por comparação. 
Eliminando xv, teremos: 


Eliminando y, teremos: 

















T 
T 
> c- 0x l _ c—by 
UAE i a 
c'—a' x i c—b'y 
q i AoE 
c>axr _ -a'z c-by _ -by 
poe no ; a a! 
bce — ba'x = cb” — ab'a l co — ba'y = ac — ab'y 
ab'x — ba'z = cb! — be ! aby- boy = ať — ca” 
a(ab” — ba”) = œ — be ylab’ — ba) = ad — ca 
-o eUs be i _ ac — ea 
% i YT ab-ba' 


— ab’ -— ba' 


ENEN E a E pe 





TREN 
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São estas as chamadas fórmulas de Cramer (para o caso 
mais simples de duas equações simultâneas do primeiro grau, com duas 
incógnitas). Elas são válidas, evidentemente, para ab — ab! =Æ 0, e 
nos permitem resolver um sistema de duas equações simultâneas 
do primeiro grau com duas incógnitas, sem recorrer aos três pro- 
cessos conhecidos de eliminação. 

Como exemplo, vamos resolver o seguinte sistema: 


32 — by = 2 

42 + 3y = -3 
f Antes de aplicar as fórmulas de Cramer à resolução dêste 
sistema, é necessário observar que: 





a = g3 a = + 4 
o= e v= +3 
c= +2 AGR g 
Isto .pôsto, tomando as fórmulas de Cramer, teremos: 
e PO o cade 
ab’ — ba” Y ada! 
re er Ce ds! BRR SS, : 
SESC AM E RE Sd 
6—15 ! -9-8 
t = I y = a 
9 + 20 l 9 +. 20 
2 4 17 
T TA 


Não é difícil lembrar as fórmulas de Cramer. Ambas têm o 
mesmo denominador. Para obter de pronto êste denominador, 
procede-se do seguinte modo: 

a) Escreve-se ab — ba. 

b) Põe-se uma linha na segunda letra de cada um dêstes pro- 
dutos, isto é, ab” — ba”. ; : 

Para ter o numerador de x, toma-se o binômio ab'— ba” e 
substituem-se os coeficientes de x, isto é, a e a”, pelos têrmos 
independentes das incógnitas, isto é, c e e”. 

Para ter o numerador de y, toma-se o binômio ab” — ba” e 
substituem-se os coeficientes de y, isto é, b e b’, pelos têrmos 
independentes das incógnitas, isto é, ce c^ 

O binômio ab'— ba” é chamado determinante do sistema. 
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Exercícios. Série XI 


Observação. Antes de aplicar as fórmulas de Cramer aos sistemas que 
se seguem, é necessário reduzí-los à forma normal. 


Resolver com as fórmulas de Cramer, os seguintes sistemas: 


1.20 -8y=1 |} 3 s+ y= 7T ìi 512+4+5y=6z 
Je erni i 27 + 3y =17 ı 3z — 3y = 10 
2. 3z- y =-9 Vo 4 4år=2-— y i 6. 7m-n=2 
v+HlI= l = 5 4+ 2y | 6m-n=3 
% 26 i 42 +y 2 
Ti pao i Ea fica 
S Ra T 
7z 1 10y 71 i 
a pa i 373 
|] 
8. 0,047 + 0,3y = 1 i 1o, 2t O 
0,52 — 0,25y = 4,5 Ta 
H z +y=28 


15. Equações simultâneas literais. Podem ser resolvidas 
com o auxílio dos três métodos de unggan já. estudados, ou 


-com as fórmulas de Cramer. 
` É 


Exercícios. Série XII ' 


Resolver, por qualquer método, os seguintes sistemas: 


1. 4x 4- 2y = 22m z y z _ 2y 
7z — 3y = 6m t ap o qi dO 
ay = ba A E 
2. 7z- c= 2y 5. 8+ 4y = Im a 4a 2 


dx — lc = -3y 3y — 4r = -3m 


I 
|] 
l 
j 
l 
i 
|] 
| E 
E . br Hay =a 

Pe E R a O 
1 
i 
l 
I 
I 
I 
|] 
I 


3. 30 + 4y = “3- y=a “abtr-y) = a2 >b? 
N HR | 
T pad — — 
ERR io T z ty=b+l EERE F 
c de y De 
Ar a NR AR 


16. Discussão das fórmulas de Cramer. Já aprendemos 
(814) que estas fórmulas são as seguintes: 


ae cb” — be” “ac —ca 
i ab’ — ba ab — ba 
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“As fórmulas de Cramer constituem a solução do sistema A 
(8 14); ora, sendo o sistema A, a forma normal de um sistema de 
duas equações simultâneas do primeiro grau, com duas incógnitas, 
e constituindo as fórmulas de Cramer, a solução geral dêste sistema, 
é claro que, discutindo estas fórmulas, estabeleceremos de um modo 


“definitivo, quantas soluções pode ter o sistema A. 


Primei iro caso. ab” — ba’ Æ 0. O numerador de x ou de y 
pode ser igual a zero ou diferente de zero; em qualquer caso, as 
fórmulas de Cramer dar-nos-ão um valor, e somente um para x, 
assim como um valor, e sômente um, para y. Íiste valor pode ser 
um número inteiro ou fracionário, positivo ou negativo, ou nulo. 
Neste caso, o sistema dado tem 'sômente uma solução, como já 
verificâmos numerosas vêzes; é o caso geral. 

Segundo caso. ab” — ba” = 0. Estamos admitindo que o de- 
nominador comum às duas fórmulas de Cramer, isto é; o deter- 


minante do sistema, é nulo. 
Suponhamos que o numerador de z, cb! -be + também é nulo. 


fla) : 5 
Neste caso, o valor de x é T isto é, indeterminado. Vamos de- 


monstrar que o valor de y é também indeterminado. Com efeito, 


ab” — ba” = 0 i eb = de = 0 ; De (1) e (2) deduzi- 
ab = ba i cb = be | mos que: 
ab! ba c o be l ' 
ob a | Bier bd i = na do = cd." 
a l É b i a C 
T S-70) a’— ca’ = 0 


Panto. quando o valor de x é indeterminado, o valor de 
y também é indeterminado, e o sistema admite uma infinidade de 


soluções. E” um sistema indeterminado. 


| Teorema. Quando, num sistema de duas equações simultâneas 
do primeiro grau com duas incógnitas, os valores de x e y são in- 
determinados, as duas equações não são distintas; são equi- 
valentes. 
Com efeito, desde que 
a b 


c b 
= —— e — = —-, podemos escrever: 
t b” e b 3 p 
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Voltando ao sistema A, e substituindo os coeficientes a, b e c, 
respectivamente por na”, nb' e nc”, resulta : 
( nax + nb'y = ne } s ( a'z + b'y = d } 
ar + by= d Te a'z + b'y = e 
- Donde se vê que as duas equações se reduzem, na realidade, a 
uma equação do primeiro grau com duas incógnitas, ($3) devendo 
ter, necessàriamente, uma infinidade de soluções. 
Terceiro caso. ab” — ba” = 0. Admitimos, como no segundo 
caso, que o determinante do sistema é-nulo. 
Mas, em lugar de supor que o numerador de x, cb’ — be’, 
também é nulo, vamos supór que é diferente de zero, isto é, 
cb" — be” = n. (um número qualquer não nulo) Neste caso, o Valor 


de x é o isto é, infinito. Vamos demonstrar que o valor de y 


"é também infinito. Com efeito, 


ab — ba! = 0 Ich — be =0 i 
ab’ = ba! i cb! = be' | mos que: 
1 , 
ab” ba” : cb! be” ane 56 
a'b’ FER a'b’ l b'c' As b'e l Pog <£ Pi ac <£ ca” jo 
l 1 
a b l c b f : 
aa a cine isca sO 


Ora, ac’ — ca” é o numerador de y; portanto, quando o va- 
lor de x é infinito, o valor de y, sendo da forma > é também 
infinito, e o sistema é impossível, não tem solução. 


Teorema. Quando, num sistema de duas equações simultâneas 
do primeiro grau, com duas incógnitas, os valores de xe y são in- 
finitos, as duas equações são incompatíveis. 

Com efeito, desde que 

a b c 


b 
a DE ER pé ETA podemos escrever: 


Deed 
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Naturalmente, m Æ n. 


1 I 
L = r ea a =n 1 Voltando ao sistema A, e 
q b NRS | substituindo os coeficientes a, b 
a = ma' ! c= ne | ec, respectivamente por ma’, mb' 
b = mb l | enc, resulta: 
ma'z + mb'y = nc 
az + by= e 
E dividindo ambos os membros da primeira equação por m, 
teremos: o 
a'r + b'y = — Xe' 
m 
| dr + b'y=e' | 


Ora, é evidente que, sendo m = n, as duas equações são in- 
compatíveis; “o.binômio a'x + b'y não pode ter dois valores di- 
ferentes. 

Em resumo, considerando o sistema (A): 

I- Quando ab’ -— ba’ = 0, o sistema admite uma solução, e 
sòmente uma; éo caso geral, mais comum na prática. 

II. Quando ab’ — ba’ = 0 e eb’ — be’ = 0,0 sistema é inae- 
terminado, porque admite uma infinidade de soluções; as duas 
equações se reduzem, na realidade, a uma única equação, que tanto 
pode ser a primeira, como a segunda. 

III. Quando ab’ - ba’ = 0 e ceb’ -be = 0, o sistema é im- 
possível, porque as duas equações são incompatíveis. 

O exame dos coeficientes permite determinar, a priori, a 


natureza das soluções. 


a b c 

F; Quando w = y = EE 
uma infinidade de soluções. 

II. Quando = s, =Æ — o sistema é impossível, não tem 


solução. 


b i AE. 
IHI. Quando = = po sistema tem uma solução única, é um 


sistema determinado. 


1 O sistema é indeterminado, tem 
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Exercícios. Série XII 


: . f dr +2y=5 l qual deve ser o valor de r para 
1. Dado o sistema II 4z tHay=2 f que o sistema tenha uma solução ? 


Devemos ter, Ž Z a 30% 8... a $ E o sistema terá uma 
solução. Si fizermos a = $, resulta: 
3x + 2y = 5 3z 4-2 =5 
tg +=? (zise) 


E observando que 42 = % 5, para a = %, as duas equações tor- - 


nar-se-ão incompatíveis, e o sistema não terá solução. 
as + 4y =7 ! qual deve ser o valor de a para 


2. Dado o sistema ( que as duas equações sejam 


Btk 3y a dO incompatíveis ? 
Devemos ter £ E ie BOLO, uno dg SAN 
-5 3 20 3 
Com efeito, substituindo a por y teremos: 
E S ; 207 + 12y = 21 
8. A A 5z -+ 3y = 10 
5x + 3y = 10 


Neste sistema temos = = de £, portanto, as duas equações são 
incompatíveis. i g b E i 

f 3z + 2y = 10 l quais os valores que devemos atri- 

3. Dado o sistema Tz 4 A b buir aos coeficientes a e b, para 

o Ee a J que o sistema seja indeterminado ? 


a b c . 3_2 10 

Devemos tr pY EE FR e 
3 2 14 l 3 10 70 
G a a a I — = — ct. b=D— 
7 a 3 ! 7 b 3 


Entrando com êstes valores de a e b no sistema dado, teremos: 
ct => f 


3z + 2y =10 ) ( 32 + E 
3 3 . 21x + 14y = 70 


ldy _ 70 
E êste sistema é indeterminado, como é fácil verifiear. 


5z — 6y = 10 \ determinar a de modo que o 


Dado o sistema f —az + 3y = 3 f sistema tenha uma solução. 


N. B. Feitas as operações necessárias, o estudante responderá apenas: 
a deve ser diferente de...... 


AA 
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é ax + y=11 \ determinar a de modo que o 
5. Dado o sistema ( 42 +7y= 8 f sistema não tenha solução. 


6 Dado ENA Tz — 6y = 12 determinar a de modo que o 
: 8% — ay = 7 f sistema seja impossível. 
7: Dadoro Siema zt + ay = 3 determinar „a de modo que as 
3z — by= 4 equações sejam incompatíveis. 
3: Dadoro-sistemhna f Sr - ay = 1 À determinar a de modo que te- 
Vôs+2y= 7 nhamos 2 =% ey= ão. 
. dz + 5y = 10 | determinar a e b de modo que 
9. Dado o sistema ( ax +by= 3 h o sistema seja indeterminado. 
REDE E TES ( E — a 3 4 ) determinar a so de pode que 
z + 5y = tenháios ta ey 


17. Resolução gráfica das equações simultâneas. Con- 
sideremos o seguinte sistema : 

k E: 2x + 3y = 13 

Êle é constituído por duas equações lineares. Construindo 
os gráficos respectivos, como está indicado na figura, veremos que 





Fig. 7 + 


a reta AB, gráfico da equação 2: + 3y = 13, e a reta CD, gráfico 
da equação 5x- 2y = 4, se cortam em um ponto M, cujas co- 
ordenadas são 2 e 3. Se o ponto M está situado nas duas retas, 
suas coordenadas satisfazem simultâneamente às duas equações. 
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Logo, o sistema proposto ficará satisfeito pelos seguintes valores 
das incógnitas;:zx = 2ey = 3. 

E lembrando que duas retas só se podem cortar em um ponto, 
conclue-se que existem sômente um valor para x e um valor para y, 
que satisfazem simultâneamente às duas equações do sistema proposto. 

Prova-se assim grâficamente que o sistema A ($14) tem, 
em geral, uma solução e sômente uma. 

Regra. Para resolver gráficamente um sistema de duas equações 
lineares com duas incógnitas, constroem-se os gráficos das duas equa- 
ções. As coordenadas do ponto de intersecção das duas retas consti- 
tuem a solução do problema. l 


Exercícios. Série XIV 


Resolver gràficamente os seguintes sistemas: 


l. 2z — y =.3 | B s- y=l : 5 s+y=T 
+, 8r +y =7 I 2z — 3y = 5 I z- y=3 
2 vty= ! 4 z+ y=3 : 6. dz — y = 6 
2% — y=-10 I z+2y=1 I 2r +y =9 


18. Casos particulares. Consideremos o seguinte sistema: 


2r—-3y = 4 
( 42-6y = 8 ) (A) 

Se o resolvermos gràficamente veremos que as retas que re- 
presentam as duas equações se confundem, constituindo uma única 
reta. Portanto, o sistema A tem uma infinidade de soluções, porque 
“as coordenadas de um ponto qualquer da rêta satisfazem simul- 
tâneamente às duas equações dêste sistema. 

Como explicar, interpretar êste resultado singular? 

= Observando as duas equações, notamos que os coeficientes 
då segunda são proporcionais .aos coeficientes da primeira, isto é, 
a segunda se deduz da primeira, multiplicando ambos os membros 
desta pelo número 2. Logo, estas duas equações não são distintas ; 
são egiiivalentes (8 7) e, por consequência, é bastante resolver uma 
delas, por exemplo, a primeira. Mas, neste caso, acharemos para 
x e y uma infinidade de valores. (83) 
Consideremos o seguinte sistema: 


( MES E E ) (B) 
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Resolvendo-o grâficamente, outra surpresa nos espera; as 
retas representativas destas equações são paralelas! Portanto, não 
têm um ponto comum, e o sistema B não tem solução. 

Como interpretar êste novo resultado singular ? 

Multiplicando a primeira equação do sistema B por 2, teremos: 


- 27 —%W = 24 | 
e E a (0) 
Torna-se evidente que não é possível determinar para x e y, 
valores que satisfaçam simultâneamente às equações do sistema C 


e, por conseguência, às equações do sistema B. As equações dêste 
sistema são incompatíveis ou contraditórias. l 


CAPÍTULO lI 


— e 


Teoria das Desigualdades 


+ 


19. Preliminares. Dados dois números a e b, se o número 
a é maior que o número b, podemos calcular a diferença a — b, 
e o resultado é ùm número positivo. No caso contrário, isto é, 
quando o número a é menor que o número b, ainda podemos cal- 

` cular a diferença a—b, mas o resultado é um número negativo. 
Para indicar que o número a é maior que o número b, escreve- 


mos : - 
re f a > b 
Para indicar que o número a é menor que o número b, escreve- 
remos : 
EE 


Um número a é maior que um número b, quando a 
diferença a — b é um número positivo. 

Um número a é menor que um número b, quando a 
diferença a— b é um número negativo. 

Destas duas definições resulta imediatamente que: 

Se a diferença entre dois números é positiva, o primeiro é maior 
que o segundo. Por exemplo, sem —n > 0, conclue-se que m >n. 

Se a diferença enire.dois números é negativa, o primeiro é menor 
que o segundo. Por exemplo, sem — n < 0, conclue-se quem <n. 

Com estas noções preliminares, podemos confirmar certas 
noções já adquiridas. (E.M.T.V.S 12) 

I: Um número positivo qualquer é maior que zero. Com 

efeito, 5 > 0, porque 5-0 = 5. 


II. Zero é maior que um número negativo qualquer. Real- 


mente, 0 > —7, porque 0-(-7) = 0+7 = 
IE. De dois números negativos quaisquer, o maior é aquele 
cujo valor absoluto é Es Por exemplo, - 3 > — 5, por que (— 3) 


-(-5) =-3+5 = 
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20. Desigualdades. Gois s as guan expressões arit- 
méticas seguintes: 


TX8 H4 e 5X9+2X3 


Calculando-as, verificaremos que os valores respectivos des- 
tas duas expressões são 60 e 51. Ora, sendo 60 > 51, podemos 


Dra 7X8+4>5xX9+2X3 (A) 
5X9+2X3<7X8+4 - B) 
Os conjuntos (A) e (B) são chamados desigualdades. 


Desigualdade é um conjunto constituído por duas expressões 
aritméticas cujos valores são diferentes. 


À expressão que fica à esquerda do sinal > ou < é o primeiro 
membro da desigualdade ; a que fica à direita do mesmo sinal é 
o segundo membro da desigualdade. 


Consideremos as desigualdades 
3r +7> 2r+ 12 22-3>9-g 


Em ambas, o primeiro membro é maior que.o segundo; dize- 
mos, em Matemática, que estas duas desigualdades são do mesmo 
sentido. Também as desigualdades 


5r- 1 < 42409 6z + 5 < 3z + 17: 
são do mesmo sentido. Entretanto, as desigualdades 
: dr +7 > 2r -+ 12 3 -—- 2r < 1-9 
são de sentido contrário. 


21. Inequações. Qual é o número inteiro “cujo dôbro, mais 


} 7, é maior que 20?’ Traduzindo êste problema em linguagem 


algébrica, teremos: 2+7 >20. (A) 

Atribuindo a z, sucessivamente, os valores 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 
8; 9, 10, ete., verificamos facilmente que os valores de z que con- 
vêm à desigualdade À, são todos os números inteiros superiores 
a'6; o número 6 e os números inteiros inferiores a 6, não convêm 
à desigualdade A. Portanto, a desigualdade A é verificada, é satis- 
feita, por qualquer número inteiro, maior que 6. Donde resulta 
que há uma infinidade de números inteiros, cujo dôbro, mais 7, 
é maior que 20; são os números 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,. 


-å 
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A desigualdade A é chamada inequação. 

Inequação é a desigualdade que contém letras e que se verifica 
sômente para certos e determinados valores atribuídos a estas mesmas 
letras. 

As letras que figuram numa inequação, e às quais devemos 
atribuir valores determinados, para que a inequação seja verificada, 
são chamadas incógnitas. e 

Raízes de uma inequação são os valores da incógnita, que 
verificam a inequação. 

Resolver uma inequação é determinar as suas raízes. 

22. Teoremas relativos às desigualdades. I. Somando'o 
mesmo número a ambos os membros de uma desigualdade, ela não 
muda de sentido. 

H.(a>b | Por hipótese ..... a>b 

T.l(9+m>b+m | Donde resulta que a-b>O 

E evidente, que o primeiro membro desta desigualdade não 
` se altera, somando-lhe e, em seguida, diminuindo-lhe o mesmo 
. número m. Portanto, l 

E a-bt-m-m>0 

Agrupando os quatro têrmos, dois a dois, com o auxílio dos 
parênteses, resulta: CE RR eÀ 

Portanto, (819) atm > b+m €.Q.D. 


II. Diminuindo o mesmo número de ambos os membros de uma 
“desigualdade, ela não muda de sentido. 


H.ļa>b i Por hipótese ..... a>b 
T$ta-m>b-m ! Donde resulta que a — b > 0 


E’ evidente que o primeiro membro desta desigualdade não 
se altera, somando-lhe e, em seguida, diminuindo-lhe o mesmo 


número m. Logo, a-b+m-m>0 


Agrupando os quatro têrmos, dois a dois, com o auxilio dos 
parênteses, resulta: E sm) 0 


Portanto, (819) a-m>b-m C.Q.D. 


rev Eee rrenan 7 e e 


a 
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Dos dois teoremas demonstrados resulta o seguinte 

Corolário. Uma ineguação não muda de sentido, quando pas- 
samos um tírmo qualquer, de um para o outro membro da mesma 
ineqguação, contanto-que mudemos o sinal do têrmo. 

Consideremos a .inequação seguinte: f 


3z- 12 > 2x +3 (A) 
Somando 12 a ambos os membros (teorema T) 


3r- 12 + 12 > 2w +3 +12 
i 3z > 2g +3 +12 
Subtraindo 2x de ambos os membros dosta última in 7 
(teorema II)..... E ima inequação 
3e-27 > 22 +3 + 12-27 


Comparando as inequações À e B, observamos que os têrmos 
—12e + 2x da primeira, passaram respectivamente para o segundo 
e para o primeiro membro da segunda, mas com sinais contrários. 

Podemos, pois, ao resolver uma inequação, transpor um têrmo 
de um para outro membro, tal qual como fazemos com as equações. 
Por exemplo, dada a inequação 


3z-7 + 2v > 5r + 12— 6x (C) 


3x + 2s + 6zr—5r > 1247 (D) 


E diremos que as inequações C e D são eqüivalentes. 

TIT. Multiplicando ambos os membros de uma desigualdade por 
um mesmo número positivo e diferente de zero, ela não muda 
de sentido. : 


podemos escrever 


a >b: t: a 
Ro ! Por hipótese .... a >b 
T.jan>bn à | 
Multiplicando a—b, número positivo; por n, que é também 
um número positivo, o produto é um número positivo. Portanto, 
(a-bn>0.".an-br>0.". an>tbn C.Q.D. 


-~ IV. Multiplicando ambos os membros de uma desigualdade, por 
um mesmo número negativo e diferente de zero, ela muda de 
sentido. 


Donde resulta que a-b > 0 
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Res ; 
n<0 ! Por hipótese. .. a>b 


T. l an < bn 
- Multiplicando a — b, número positivo, por n, número negativo, 

o produto é um número negativo. Portanto, 
(a-bn<0:.an-bn<0O..an<bn C.Q.D. 
Corolário. Quando uma inequação tem denominadores nu- 


méricos, podemos eliminá-los, multiplicando ambos os membros da 
inequação pelo m. m.c. dos denominadores. 


“- Na prática procede-se como em relação às equações inteiras, 
com denominadores numéricos. Consideremos a inequação 


H o 


l 
1 Donde resulta que a-b>0 








4— 22 5-—-3% 
TOR 4e > 12-55 F i 
A4- 22) +30 > DBO SD 7 
8 — 4z +- 30r > 72—15 + 9z 
— 4x + 380z- 9z > 72- 15-8. 
l ` 7x > 49 : 


3x — 7 >4r +3 

8z- 4r > 3+7 
-z> 10 - 
r<-10 


V. Dividindo ambos os membros de uma desigualdade por. um 


Observação. E’ permitido mudar os sinais de todos 1 
os têrmos de uma inequação, contanto-que se mude o sen- | 
tido da mesma porque, mudar os sinais de todos os têr- ! 
mos de uma inequação, é o mesmo que multiplicar | 
os seus membros por — 1. Por exemplo, | 


mesmo número positivo e diferente de zero, ela não muda de sentido. - 


a>b E ta 
n T 0 q f n á n 4 
Por hipótese ..-..... de DA 


Donde resulta que «sab > 0 


Dividindo a — b, número positivo, por n, que também é um 
número positivo, o quociente é um número positivo. Portanto, 
a b a b 
—-— >00 01. — > — COD. 
n n À n n 
VI. Dividindo ambos os membros de uma desigualdade por um 
mesmo número negativo e diferente de zero, ela muda de sentido. 


l 


| 
| 
| 


E) 


E 


te 
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Por hipótese ..... Bond a>b 


Donde resulta que a-b>0 
Dividindo a-b, número positivo, porn, número negativo, 


2 


o quociente é negativo. Portanto, 


a b : a b 
E mL o a C.Q.D. 


VII. Somando duas desigualdades do mesmo sentido, resulta 
uma desigualdade do mesmo sentido que as desigualdades dadas. 


a>b i UA 
H. E za Por hipótese ..... ( a 
l 
T. tatc>b+d | Donde resulta que Ton 
; nE c-d>0 


Sendo a-b e-c—d, números positivos, sua soma é também 
um número positivo; portanto... | E 


a-bte-d>0.".(a+)-b+d) >0 .'. are > b+d.. 
| | e C.Q.D. 
Observação Entretanto, não podemos somar desigualdades de sentidos 
contrários porque, a não ser no caso de exemplos numéricos, não sabemos 
qual “o sentido da desigualdade resultante. Por exemplo: 


Li 9º e 12> 9 

j+ 7 = a BR BA 
aa O 5< 8 3< 8f 
16> 9 - SG -= 9<8 


- VII. Dadas duas desigualdades de sentidos contrários, e di- 
minuindo a segunda da primeira, resulta uma desigualdade do 
mesmo sentido que a desigualdade tomada como minuendo. 


a >b Poi hos Gb Sr 
a q ! Por hipótese ..... í AE 
I 
T. (a-c>b-d | Donde resulta que E 


E, de acôrdo com o teorema VII, 
quabirdo= 0 SAO o us Des 0 died: 
C QD. 


ii ter aço 
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Observação. Entretanto, não podemos diminuir desigualdades do mesmo 
sentido porque, a não ser no caso de exemplos numéricos, não sabemos qual 
o sentido da desigualdade resultante. |Por exemplo: 


12>4 nari 11> 9 
Eos ep 5>1 5 Seas 
7>2 8= 8. 4< 6 
IX. Multiplicando duas desigualdades do mesmo sentido, e 


cujos membros são números positivos, resulta uma desigual- 
dade do mesmo sentido que as desigualdades dadas. 


a>b Por hi a>b 

H. eo or hipótese ..... as d 
a a-b> 0 
T. l? a > bd i Donde resulta que ( RO e) 


Multiplicando, ambos os membros da primeira desigualdade 
por c (número positivo) e os da segunda por b (número positivo) 


resulta: (a—-b)e > 0 : ac—be > 0 
. Ute-db>o0 e bc—bd > 0 


Somando as duas últimas (teorema VII), 


ac—be -+ be—bd > 0 .'. ace—bd>0 .'. ac> bd 


C.Q.D. 


Observação. Entretanto, não podemos multiplicar desigualdades de 
sentidos contrários ou cujos membros sejam números negativos porque, a não 
ser no caso de exemplos numéricos, não sabemos qual o sentido da desigual- 
dade resultante. Por exemplo: 


7> 3 9> 3 5> 4 

pa pedado 4< jf z Sri 
28 > 15 ; 36 = 36 15< 28 
4> -7 4> -7 10 > -5 
B> 2 ea” E o 
20 >' 14 20 < 21 30 = 30 
+7>-3\% 2 +6>-9 +2 > -5 
-5< +4” iza) é 8244)» 
-35 < -12 -18 = -18 -6 >-20 


Primeiro corolário. Multiplicando três ou mais desigualda- 
des do mesmo sentido, e cujos membros são números positivos, resulta 
uma desigualdade do mésmo sêntido que as desigualdades dadas. 


E 
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Com efeito, 


a>b a>b 
H c>d c>d ac > bd 
“|m>n ac > bd 

pa sa acm > bdn 


T. 4 acmr > bdns C.Q.D. 


ammi mma aai a a a a a a a a a N $- 


acm > bdn 
r>s 
Segundo corolário. Elevando ambos os membros de uma 
desigualdade, cujos membros são números positivos, a uma mesma 


potência, resulta uma desigualdade do mesmo sentido que a desigual- 
dade dada. 


*. acmr > bdns 


Ho gb ER e da 


Com efeito, repetindo a desigualdade a > b, n vêzes, e multi- 
plicando, teremos, de acôrdo com o primeiro corolário: 


a>b i Observação. Entretanto, se os 
a>b ! membros da desigualdade são nega- 
a>b 3 i | tivos, as desigualdades resultantes 
- \ n vêzes .'. a”>b” à serão ou não serão do mesmo sentido 
Ro i l que a desigualdade, dada. Por exem- 
a É QD. 1 plo, | 
a>b . ; -2 > -5 (1) 

Elevando à segunda potência........... 4< 25 

Elevando à terceira potência ........... — 8 >- 125 

Elevando à quarta potência............ 16 < 625 

Elevando à quinta potência............ -32 >-3 125 


E assim por diante. A conclusão é fácil de tirar; as potências de grau 


par, de ambos os membros da desigualdade (1) formam uma desigualdade de. 


sentido contrário ao desta desigualdade; as de grau impar formam uma de- 
sigualdade do mesmo sentido. à $ i 

Se os dois membros da desigualdade têm sinais contrários, e queremos 
elevá-los a uma mesma potência, não sabemos qual o sentido da desigualdade 
resultante, a não ser no caso de exemplos numéricos. Por exemplo, 


DA selos Elevando ao quadrado ............. 25 < 49 
= dido a Elevando ao quadrado. ............. 16 = 16 
a o Elevando ao quadrado.............. 16 >9 


X. Dadas duas desigualdades de sentidos contrários, cujos 
membros são números positivos, e dividindo a primeira pela 
segunda, resulta uma desigualdade do mesmo sentido que a desigual- 
dade tomada como dividendo. 
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a>b E : a>b 
koo | Por hipótese ..... (071 
a RETRO DD l b 
dia ( a se o ! Donde resulta que i i É a 


E, de acôrdo com o teorema IX: ad > be 


Dividindo ambos os membros desta última desigualdade por cd 
(teorema V), resulta: 


ad be 0 q b | | 
a on nig E C.Q.D. 


Observação.. Entretanto, não podemos dividir desigualdades do mesmo 
sentido, ou cujos membros sejam números negativos, porque, a não ser no 
caso de exemplos numéricos, não sabemos qual o sentido da desigualdade 
resultante. Deixamos aos estudantes o prazer de fazerem esta verificação. 

23.: À radiciação nas desigualdades. Sendo n um número 
qualquer, postiivo ou negativo, n? é um número positivo. Portanto, 
yn? = n. Um. número negativo não tem raiz quadrada- real 
(8 56); com efeito, Y-n? não pode ser +-n, porque o quadrado 
de +n é +n’, e também não pode ser —n, porque o quadrado 


de -n é +n. A raiz quadrada de um número negativo é o - 


que se chama, em Matemática, um número imaginário, por opó- 
sição aos números reais, isto é, os positivos, os negativos e o zero. 
Consideremos agora a desigualdade seguinte: 
16 < 25 


Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros teremos 
4 < 5. K l ; 
k Suponhamos, porém, que ambos os membros da desigualdade 


dada são negativos; . por exemplo: 
—36 > -49 

Neste caso, devemos multiplicar ambos os membros da de- 

sigualdade, por — 1, para, em seguida, extrair a raiz quadrada. 
— 36 > — 49 dO 4 40 te 

Observação. Ao extrair a raiz de ambos os membros desta desigualdade, 
“Lomámos em consideração, somente, a raiz positiva. Deixamos de analisar, 
por enquanto, o caso das raízes de indice superior av segundo. 

Observerus também que, se um dos membros da desigualdade é posi- 


tivo, e o outro negativo, não é possível extrair a raiz quadrada de ambos os 


E E se =| eq] 


adia Pisca ti a pr a 


iais 


EA ISA ALES OOE NLE E EEEE 
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membros da desigualdade. Se fosse possível, de a? >-b?, deduziríamos 


a> q — b?, isto é, uma comparação entre um número real e um número ima- 
ginário, (856) o que é um absurdo. - 


Exercícios teóricos. Série XV 

1. Demonstrar que, sendo a =Æ b, a? + b? > 2ab. 

A diferença a — b pode ser positiva ou negativa, mas o quadrado 
de a—b é um número essencialmente positivo; portanto, 

(a-b)2 > 0 

Desenvolvendo ..........:... a —2ab + b2 > O 

Passando 2ab para o 2.° membro .... a? + b? > 2ab 

2. Demonstrar que, sendo a > b > 0, a + b > ab.. 

. Consideremos-o trinômio a? + b?— ab, ao qual podemos dar 

a forma a(a — b) + b2. Esta expressão binômia é uma soma de dois 
números positivos; lógo, y 

ala ~b) +8 > 0.7. -ab +b >0.'. @ 4+ > ab 

3. Demonstrar. que a média aritmética de dois números posi- 
tivos e diferentes é maior que-a média geométrica dos mesmos. 
~ Sejam a e b dois números positivos quaisquer e diferentes; sua 


a+ o ageométricaé Vab. (B.M.S.V.§§60661) 
aA E EE 





média aritmética é 





: a 
Vamos demonstrar que 


Com efello ms na: (a-d > 0 
Desenvolvendo ............... a? — 2ab +b > 0 - 
Somando 4ab a ambos os membros a2-2ab+-b2 +4ab > 4ab 


Redusidos cin papado a? + 2ab + b? > 4ab .`. 


(a + b2 > 4ab 
a +b > Vad (EM.T.V.$36) 


Dividindo por 2 ............ E + > Vab 


Extraindo a raiz quadrada .... 





Observação. Se os dois números são iguais, a média arit- 
mética é igual à média geométrica. Com efeito, supondo b = a, 
teremos: 

at b ata 


E RAM 


=a Vab = Ve =a 








AS 
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4. Demonstrar que a2+b2-+c2 > ab+ac+be. (a = b ou a * c) 
(Lembrar que a? + b? > 2ab, a? +e > 2ac, ete..) 
5. Dois números são recíprocos quando seu produto é 


E 3 A rscanpan 
igual a 1. Por exemplo, T- € q São números recíprocos porque 
3 4 


4 X 3 = 1. Convidamos òs estudantes a demonstrarem que a: 
à N 


a NA : : a b 
soma de dois números recíprocos é maior que 2, isto é — + e Sd 


(Lembrar que a? + b? > 2ab, ete..) b 


l 6. Sendo a e b números positivos e diferentes, demonstrar 
que a? + b3 > a2b + ab?. 

Observação. Um dos métodos para demonstrar desigualdades, é aceitá- 
las como verdadeiras e, em seguida, submetê-las a transformações corretas, 
até chegar a uma desigualdade evidente, por exemplo (a — b}? >0. E’ o método 
que os estudantes devem adotar em relação a êste exercício, começando pela 
fatoração dos dois membros da desigualdade. 


7. Sendo a e b números positivos e diferentes, demonstrar 


que a? + 3b2 > 2b(a + b). (Método indicado no 6.º exercício.) 


a+b 2ab 
2 atb 


números positivos e diferentes, dizer qual é'a maior das duas. 


i (Experimente o estudante as três hipóteses, isto é, suponha a 1.º fração 
igual à 2.º, maior que a 2.º, e menor que a 2.º, e responderá à pergunta se- 
guindo sempre o método indicado no 6.º exercício. 


a? 2 EE 

9. Dadas as expressões 4 Ea + a quis Va + VD, nas quais 

a e b são números positivos e diferentes, dizer qual é a maior 
das duas. “(Elevar ao quadrado, ete..) é 


24. Resolução das inequações. As inequações ($21) po- 








8. Dadas as frações nas quais a e b são 


dem ser do primeiro grau, do segundo, etc., como as equações. 


Também podem ser com uma ou duas ou mais incógnitas. Podem 
ser também inteiras ou fracionárias, numéricas ou literais, etc.. 

Começaremos pela inequação do primeiro grau com uma in- 
cógnita. Esta inequação, depois de completâmente simplificada, 
se reduz sempre a uma das seguintes formas normais: 


ax >p SD CE pa 
a 


i 
[j . 

' dx srs es e 
|| 


eme 





diga sas 
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Observação. O coeficiente a é sempre positivo porque, no caso contrário, 
multiplicamos os dois membros da desigualdade por — 1, mudando assim o sen- 
tido da desigualdade. ; 


Se resultar x > —» isto quer dizer que os valores de z que 
: a 


verificam, que satisjazem a inequação dada, devem ser superiores 


res à —3 portanto, — é o limite. inferior dos valores de z.' 
E aco a 


1 


b . A 
Sé resultar x < —» isto quer dizer que os valores de x que 
a 


verificam, que satisfazem a inequação dada, devem ser inferio- 


res à —3 portanto, — é o limite superior dos valores de z. 
LEA a : r 


Fazendo z =.—, teremos a raiz da equação ax = b. 
“a: 


Exercícios. Série XVI (*) 
1. Determinar um número inteiro e positivo, cuja metade, aumentada 
de 3, seja maior que a têrça parte do mesmo número, aumentada de 5. . 
Designando por x o número pedido, e traduzindo o problema em lin- 


guagem algébrica, teremos: E E AES 
; +3 > 3 +5 (A) 


T 


Eliminando os denominadores............... 3z +18 > 2x +30 

Transpondo............. OMR apa NOUTRO a DO 3z — 24 >30 — 18 

Reduzindo n ES A D AN x >12 

Resposta. O limite inferior dos valores de zé 12; portanto, os números 
inteiros que satisfazem ao problema são 13, 14, 15, 16......... eo. 


- Observação. Para z=12, o primeiro membro da inequação A se torna 
` : : e z 
idêntico ao segundo; portanto, 12 é a raiz da equação 5 +3 = + 5. 


Aliás, a resolução da inequação é análoga à da equação. Com efeito, 
o £ Et 
zt 3> zt5 


3x + 18 > 2r + 30 
3x — 2z >30 — 18 3x — 2x = 30 - 18 
z ->12 xt = 12 
2. O triplo da idade de Antônio, menos 8, é maior que a quinta parte da 
sua idade, mais 20. Qual é a idade de Antônio? 
3. Carlos e Raul receberam 100 moedas de Cr.$1,00 e repartiram-nas de 


modo tal que a diferença entre a metade das moedas de Carlos, e um têrço 
das moedas de Raul, é maior que 10. Quantas moedas recebeu cada um? 


z z 
z+ = t5 
3x + 18 = 27 + 30 





(9) Convém ler a Nota da pág. 271. 


ai) 
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4. Um primeiro ano ginasial misto tem 80 alunos. Determinar o número 
de meninos, sabendo que êste número é divisível por 5 e por 11, e que a metade 
do número de meninos é maior que a têrça parte do número de meninas. 

5. Tenho livros escritos em português e francês, ao todo 200 volumes. 
A metade mais a têrça parte dos livros escritos em português é menor que 
a quarta parte dos livros escritos em francês. Quantos são os livros escritos 
em francês, e quantos em português ? : È 

Resolver as inequações seguintes: 














1 -1 4 ı 3 E f 2. 
E sds qu Ce ado 
| 2 5 pa 3 
avi l Li 
| E E pirar r o Or 
7. 10 -32< 20 de i 12. A cego dE 
5 l 3 
P PA l oz 5-2 l A O r 
eoo s i a ae >0 118.5 e 
3z, 1 l z 1 ! z£ z E 
ida = Rei = q SE E | 
.S+7<58-3 1) -3>2-5 | da qa 
l i 7 j L- z-i z=? 
10. 5(@-3) < 6(20-+1) 1 15. 3@r+1)>2(1-32) 5 20. + < T ES 
] i | | : 
3-1) 52-4) fog Xl-2)_ 8—2). 52-80) z 
21. Sa e >0 | r 23. S a 2m To 
r-l 2-2 2-3 [4-4 2-51 5-2 2-%. 3 3-5 
ar: Sa a a Hai a o REA 


25. Inequações simultâneas do primeiro grau com uma 
incógnita. Para compreender êste assunto, é conveniente resolver 
os três problemas que se seguem. | g 

I. Tenhô laranjas. Metade delas, mais 2, é maior que um 
têrço delas, mais 3; entretanto, metade delas, mais 1, é menor que 
a quarta parte delas, mais 2. Quantas laranjas tenho ?. ` 

Traduzindo êste problema em linguagem algébrica, resulta: 
| Estas duas inequações são simultá- 
neas, porque resultam de um mesmo pro- 
blema. Portanto, os valores de x que veri- 
ficarem a primeira, deverão verificar 
também a segunda, 

Resolvendo-as, teremos: | 
ao 


rsa 


T T. 
e 
(A) 


T T E 
Za a 
e 


Ja4-12 > 22418 | 
2x4 4< z+ Sj 


Ss 
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Portanto, para que x verifique, ao mesmo tempo, as duas 
inequações do sistema A, é necessário que seja maior que 6 e menor 


que 4, o que é, evidentemente, impossível. Para a primeira ine- 


quação do sistema A, o limite inferior dos valores de x é 6 ; para 
a segunda inequação do mesmo sistema, o limite superior dos va- 


` lores de x é 4 Estes dois limites são contraditórios. Logo, as 


duas inequações que constituem o sistema A são incompatíveis, 


o sistema não tem solução e, portanto, o problema também não - 


tem solução. 


FÉ. Tenho laranjas. Metade delas, mais 2, é menor que um 
têrço delas, mais 3; entretanto, meiade delas, mais 1, é maior que 
“a quarta parte delas, mais 2. Quantas laranjas tenho ?- i 
Traduzindo êste problema em linguagem algébrica, teremos: - 


E a Estas duas inequações são 
m t 2< — +3 simultâneas, porque resultam de 
2. 3 

(B) 


i i >na? | 


bém a segunda. 
Resolvendo-as, teremos: k 
Jorr < o om P pe 
[2r+ 4> z+ 8 do 
Agora os limites não são contraditórios, e x devendo ser um 
número inteiro maior que 4 e menor que 6, teremos x = 5. E 
as duas inequações que constituem o sistema B são chamadas 
compatíveis. s ; i 
HE. Tenho laranjas. Metade delas, menos 3, é maior que a 


têrça parte delas, mais 2; metade delas, menos 5, é maior que a têrça 


parte delas, menos 2. Quantas laranjas tenho? 
Traduzindo êste problema em linguagem algébrica, teremos: 


i 
= =R S> 5+2 l | neas, porque resultam de um mesmo pro- 
(© E blema. Portanto, os valores de x que veri- 
| E Ea ficarem a primera, deverão verificar 
| oe > Ei 2 ! também a segunda. 

i i Resolvendo-as, teremos: 

f av Isager FIZN = ferol 

o a 1 PAR 


um mesmo problema. Portanto, os . 
valores de x que verificarem a pri-. 
meira, deverão verificar tam- 


Estas duas inequações são simultã- 
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Portanto, para que x verifique, ao mesmo tempo, as duas 
inequações, é necessário que seja maior que 30 e maior que 18; 
os dois limites não são contraditórios, e é evidente que, sendo x 
maior que 30, verificará as duas inequações do sistema B. 

Portanto, tenho 31, 32, 33, 34, 35... laranjas. 

As duas inequações que constituem o sistema C são tam- 
bém compatíveis, e o limite inferior dos valores de x, que veri- 
ficam as agia inequações, é 30. R 


Exercícios. Série XVII ; y 


l. Determinar um número inteiro, cuja metade mais 2 seja maior que a 
têrça parte mais 3, e cuja metade menos 4 seja menor que a têrça parte menos 2. 

2. Vejo canários; a metade mais 2 é maior que a têrça parte mais 3; 
entretanto, a metade mais um, é menor que a têrça parte mais 2. Quantos 
são os canários ? 


























Determinar os valores inteiros de x que verificam os sistemas seguintes: PETS 
3. 22x+1)< 246 1 4-4 27 z£ Lte l 2x—1 . 3x—4 
4+3) > 25-9 n o de ra a ao 
1 
r t 2 ıt _5r-2, l-7 E Se dg 3e 
4 = A F= Ta. < 0: 1 oL RA a 
pondo Mena Bda E Re 
! : 
ES i7. 2-5 >32-3) | É 
z>ztgTl doem |! 
En EEE E E T 
ss o E asdsa-7<% Es 4 
3 72 Z oi ! 
z—2 _ 2-r i z l-z l 24 Ve 5 
Eg A n l 57 E A Ste A 3 2 


- 26. inequações simultâneas do primeiro grau com duas ` 
incógnitas. O caso de uma inequação do. primeiro grau com duas 
incógnitas não oferece dificuldade. 

Por exemplo, dada a inequação | 


3zr— 2y > 5 ; | 


atribuímos a x (ou a y) um valor qualquer e, em seguida, calcula-- 
mos os valores resultantes para y (ou æ). 

O problema se torna interessante, quando se trata de resolver 
duas inequações simultâneas do primeiro grau com duas incógnitas. 
Consideremos o seguinte sistema: 
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5-+Y 

3r— y>5 : To 3 . 

( 2) (4) toi (B) 
x < T+2y 


O método mais simples para resolver o sistema A, é o que 
vamos expor. Tiramos o valor de x, das duas inequações do 
sistema A, formando com êles o sistema B. 

De acórdo com o sistema B, o limite superior dos -valores 
5 +y 

3 
a y, no sistema B, um valor qualquer ; êste valor deve ser tal 
que 7 + 2y, limite superior dos valores de x, seja maior que 


5+y 





dex é 7 + 2y, co limite inferior, é - Logo, não podemos dar 


Y, limite inferior dos valores de z. 





Portanto, os valores quaisquer que vamos dar a y, no sis- 
tema B, ficam subordinados à nova inequação que se.segue: 
5+y i Resolvendo esta inequação, achare- 
Voltando ao sistema B, na y = 1; resultará x > 2e 
zr <9. Portanto, para y = 1, os valores inteiros de 7, que veri- 
ficam as inequações do sistema A, são 3, 4, 5,6,7 e 8. Eo sistema 
A terá, portanto, em números inteiros e positivos, as soluções 
seguintes: 3 e 1, 4e 1,5e1,6e1,7e1,8el1. 


Voltando ao sistema B, façamos y = 2; resultará t> Z e 


xz < 11. E teremos, em números inteiros e positivos, um novo 
grupo de soluções para o sistema A, a- saber: 3e2,4e2,5€e2, 
O CD ass 10 e 2. 


Podemos pois estabelecer a seguinte 


Regra. Para resolver um sistema, A, constituído por duas 
inequações simultâneas do primeiro grau, com duas incógnitas, 
tiramos o valor de x das duas inequações; com os dois limites assim 
obtidos formamos um novo sistema, B, e uma inequação, C. Em 
seguida, resolvemos esta inequação. Dando um valor conveniente a y» 
isto é, de acôrdo com a inequação C, o sistema, B nos dirá quais 
os valores convenientes para x. Com o valor Gaio a y, na inequação C, 
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e cada um dos valores de x, dado pelo sistema B, formaremos um 


grupo de soluções do sistema A. E fazendo variar y, sempre 
de acôrdo com a inequação ©, obteremos uma infinidade de grupos 
de soluções do sistema A. 


Exercício. Quais são os números. inteiros e positivos que 
satisfazem o sistema A? : 














| 30-2y 
2y > 30 id 
ax + 2y i 
Eo o (4) | PR A 
ara ` 
4 E 
3y—20 _ 30—2y i 10 
a a 3 O y> 105 (D) 


De acôrdo com as inequações D e B, teremos: 


K 2 1 ; 1 ! 0) 
y=11 ! y=13 3 E DE eb 
1 L. 3 i 4 
z < 3— į ss A 
4 ! i 
a l 
E z 
H fs>2 yI E VIR] 
y=12|z <4 f |y=l4 1 {f i y=16 l 
i ! {g < 5> l E 


E assim por diante. Portanto, as soluções, em neno in- 
teiros e positivos, do sistema A, são: DFR 
(D3etl; (1I) 3 e12; (ŒI) 2e 13, 3 e 13, 4 e 13; (IV) ie 
14, 2 ẹ 14, 3 e 14, 4 e 14, 5 e 14; (V)ie Lo, "2 e 15, 3 e 15, 


4e15 5e 15, e De (VDOe 16,1e16,2e16,3€ 16, 


“4€ 16,56 16, Ge 16, etc.. 


Do exposto se vê que é fácil determinar mais soluções do 
sistema A, soluções estas cujo número é infinito. 


27. Um artifício de cálculo. Consideremos a inequação 





seguinte: . us 
Ro 0 : (A) 


cor 


e o E E inner a 


mea eee map a rn 
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Não podemos multiplicar ambos os membros desta 
inequação por x — 2, afim de eliminar o denominador. Com 
efeito, se o binômio x-2 contém uma incógnita, não sabemos 
qual o sinal dêste binômio e, por consegiiência, qual o sentido da 
inequação que resultará, se multiplicarmos ambos os membros da 
inequação À por «—2. ($22, III e IV) 

Recorremos então ao seguinte artifício: multiplicamos ambos 
os membros da inequação A por (x — 22, quantidade essencialmente 
positiva, e divisível por x — 2. E resulta: 

(= 3e -M-22 
RS 
2—2 


Agora vamos resolver a desigualdade B. Os valores de £ 


0 frite Drs 0 (B) 


devem ser tais que o produto (x — 3)(x — 2) seja positivo. Mas. 


êste produto é constituído por dois fatores e, para que um produto 
de dois fatores seja positivo é necessário e suficiente que: 


a) os dois fatores sejam positivos. 
b) os dois fatores sejam negativos. 
Então a inequação B se desdobra em dois sistemas, a saber: 


fr-3>0 ; I fzx-3<0 
x-2 >0 a | \z-2<0 AR 
! l ; 
r ) r>3 i o ) E GR) 


| Portanto, a inequação A será verificada por qualquer número 
maior que 3 ou menor que 2. 7 
Exercício T. Resolver a inequação x? + 5—24 > 0. . 
Embora esta inequação seja do segundo grau, já temos re- 


cursos para resolvê-la. (E.M.T.V.$56, V) Fatorando o 1.º membro . 


teremos: E PGE O 


2+8 > 0 g+-8 <0 
zr—-3>0 z—-3<0 
Ts No r% -8 
( e O RR 3 ( T<3 j 
Resposta. A inequação dada é verificada para qualquer valor 
de x maior que 3 ou menor que — 8. 


l 
| 
| 
l 
I 
I 
1 
1 


<= 
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Exercício II. Resolver a inequação SE +2>0. 
2x + 5 + 2r- 2 . 4+3 
Somando ...... 3... = E >0 
(4r + 3(x— 1} _- 
Multiplicando por (2-1) casser = >0 
Simplificando recre aaa e E A (4z + 3Xz-1)> 0 
4r+3>0 4r +3<0 
Desdobrando ......... f A a E 
C3 ; i 3 
dE ET i | E e O 
e E a a E u e pe 
i 4 
tl l Kil i 


Resposta. Na inequação dada, x pode receber qualquer valor 


maior que 1 ou menor que Re 


Exercícios. Série XVIII ` 


Determinar os valores inteiros e positivos de x, que verificam as ine- 
quações seguintes: .. E 


























qe i 2s — 1 E e 
e S RR ses z4 i 
| 
r-—-9 I 3z +2 1 8 Era N 
Eo a pro A Se Deo 
i 4 1 i 2x +8 
s +5 I T- ; 9 —— < 0 
De mes ! 2x — 5 
z+3 A 12. 3 o< 0 
10 rea >0 EO 
2x-1 I 32 +1 
DoE Dn i T 


i s 
14. z? + 9s +14 >0 i 15. z? + 10r +21 < 0 : 16. z? + 3z -28 < 0 
t E; 


o ie ema a 


a 


ameta nunaa o, y AR 


e mr is a apê E OA 


e o 
ás ii N, 


CaríruLo III 


Problemas do Prímeiro Grau 


28. Observações preliminares. Consideremos o problema 
seguinte: 

Moços e moças estão realizando um convescote. São ao todo 
43 pessoas, e a diferença entre o número de moços e o de moças é 11. 
Quantos são os moços e quantas são as moças? 


Observação. Preliminarmente, a classe resolverá êste problema pela 
Aritmética e ficará sabendo que os moços são 27, e as moças, 16. 


Em primeiro lugar, é necessário observar que o número de 


moços, assim como o de moças, não pode ser qualquer. Se dis- 
sermos que os moços são 25 e as moças 18, o número total de 
moços e moças será 43, como o exige o problema; mas a diferença 
entre êstes dois números é 7, não é 11; ora, o problema proposto 
exige que esta diferença seja 11 e não 7. Em resumo, o número 
de moços e o de moças devem preencher, de acôrdo com o pro- 
blema proposto, duas condições distintas : 

a) primeira condição: sua soma deve ser 43. 

b) segunda condição : sua diferença deve ser 11. 


Mas o estudante não perde tempo em examinar estas duas 
condições e vai logo dizendo que os moços são æ e as moças, 43 — x, 
em virtude da primeira condição. Chegando, porém, a; êste ponto, 
é comum, entre os principiantes, o êrro seguinte: 


Se os moços são x, as moças 43 — x, e a soma 43, conclue-se que : 
] E ficam perplexos. Onde está x? per- - 


c+(48-2) = 43 i 


z+ 43-z = 43 1 guntam êles. E desanimam, achando que 
xr — z = 43-43 1 oproblema é difícil! . 
0=0 i Observemos, em primeiro lugar, que 


êles não souberam resolver a equação que armaram; esta deveria 
ser resolvida assim: 


e! 
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z + (43 — x) = 43! Chegamos assim à equação Ox = 0. 
r+ 43-14 = 431 Ora, neste caso particular, a raiz da equa- 
L— z=43— 431 ção é um número qualquer. Com efei- 
Ox = 0 ! to, seja qual for o valor de x, teremos sempre 

1 0xXa = 0. 


Portanto, a equação Ox = 0 é indeterminada (E.M.T.V. 876, 
4» hipótese) e podemos atribuir a v um valor qualquer. q 

Então o senhor conclue que o número de moços é qualquer?! 
pergunta um estudante ao professor. , 

Não, não é qualquer. Vamos resolver êste problema como 
deve ser resolvido. A primeira condição serviu para dizer, de um 
modo provisório, quantos são os moços e quantas são as moças. 
Feito isto, para armar a equação, é necessário recorrer a uma outra 
condição qualquer e que, no nosso caso, é a segunda. E escreve- 
remos: 
xr — (43 — x) = H 
z— 43+zr = ll 


i Portanto, séndo x o número de moços 
| 
s+ z=11+481 
1 
l 
I 


e 43 — x, o de moças, segue-se que os 
moços são 27 e as moças 43 — 27, isto é, 16. 


2x = 54 


i z= 27 guinte: 

Para resolver com uma equação, um problema que tem 
duas incógnitas, estas devem, preencher duas condições an 
tas; então recorremos a uma destas condições para dizer, E um 
modo provisório, qual o valor de cada uma das incógnitas, e depois 
recorremos à outra condição para armar a: equação. e 
l Voltando ao nosso problema, podémos recorrer à segunda, 
condição para dizer qual o valor provisório de cada uma, das n 
cógnitas: os moços são 7% e as moças, são E L. Ed a 
z+(z-—1) = 43 ! remos à primeira condição para 
gotas sao = 43! equação. EE À a 
s+r=48 +H! Portanto, sendo x o número de moços 

2x = 54 | ex—ll o de moças, segue-se que os moços 

z = 27 | são 27 e as moças 27 — 11, isto é, 16. 

29, Problemas do primeiro grau com uma PR 
Em um próblema qualquer figuram sempre quantidades a eci- 
das e quantidades desconhecidas; as primeiras são qui 7 os 
dados do problema, e as segundas, as incógnitas. Entre os dados e 


me. 2 
Para por um problema em equação, é. 
necessário prestar muita atenção ao se- . 





“uma, duas, três, 


Problemas do Primeiro Grau 69 





as incógnitas há certas relações mencionadas no problema; cha- 
ma-se enunciado do problema, a tradução, em linguagem vulgar, 
das relações existentes entre os dados e as incógnitas que fi- 
guram no mesmo problema. 

A resolução algébrica de um problema se divide em três 
partes, distintas e sucessivas: ` 

a) Por o problema em equação. 
b) Resolver a equação (ou as equações). 
c) Interpretar as raízes (ou as soluções). 

À primeira parte é a mais difícil, não havendo regras gerais 
para êsse fim. Aprendemos a por um problema em equação, - 
fazendo númerosos exercícios. 

Entretanto, em muitos problemas, a questão se simplifica, 
obedecendo à regra estabelecida, por Newton, para por um pro- 
blema em equação: a 

Representam-se as incógnitas POT X, Y, Zy... e se escrevem, em 
linguagem algébrica, isto é, com os simbolos algébricos, as relações 


_egistentes entre as incógnitas e os dados do problema. 


Conforme o número de incógnitas, o problema será com. 
a n incógnitas. 


30. Resolução de alguns problemas. I. A metade de um 
número, aumentada de 10, é igual à quinta parte do mesmo número 
aumentada de 34. Qual é o número 

` Na resolução dêste problema não há dificuldade, quer para 
escolher a incógnita, ' quer para armar a equação.. O número 
pedido é x, e traduzindo o enunciado do problema em linguagem 
algébrica, teremos: 


x — M ; 4 
2 HO cido o Pa SE 80 


O número pedido é 80. Observemos que a equação resul- 
tante do problema dado é do primeiro grau; diremos então que 
o problema é do primeiro grau, porque a equação necessária para 
resolvêlo é do primeiro grau. o 

H. Um pai tem 30 anos e seu filho, 2. Quantos anos deverão 
decorrer para que a idade do pai seja igual a 8 vêzes a do filho? 
ste problema também se resolve facilmente. Tomando como 
incógnita o número de anos que deverão decorrer para que a idade 


do pai seja igual a 8 vêzes a do filho, diremos: 
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h k ` 
Deverão decorrer x anos; então o pai terá 30-+x, 0 filho terá 
2+x e, de acôrdo com o enunciado do problema, 

30 +21 = 8(2 + 7x) 

E está armada a equação; resolvendo-a, acharemos x=2; 
isto é, deverão decorrer 2 anos para que à idade do pai seja igual 
a 8 vêzes a do filho. 9 

III. Determinar uma jração igual a ve cuja soma dos 


têrmos seja igual a 80. 2 3 
Qual é a incógnita? A fração > é irredutível; portanto, pa- 


ra determinar uma fração igual a >, é necessário multiplicar-lhe 


ambos os têrmos por um mesmo número. Eis a incógnita: éo 
número pelo qual devemos multiplicar ambos os têrmos da fração. 
' Representando a incógnita por z, e multiplicando ambos os térmos 


"da fração por x, teremos e E, de acôrdo com o enunciado 
do problema, z 

2% + 3z = 80 .`. 57 =80.". x =.16 
E a fração pedida é 55, como é fácil, de verificar. 


IV. Dividir 100 em duas partes tais que o dôbro da primeira 
seja igual a dois terços da segunda. 

Este problema tem duas incógnitas; en- 1 _ 2(100 — 2) 
tretanto, vamos resolvê-lo com (uma única | 2x = Sue 
equação. (828) Seja x a primeira parte; a EM 
segunda será 100— x; e o dôbro de x, devendo ! 8g = 200" 
ser igual a dois terços de 100 — x, teremos: ! x= 25 

Uma das partes é 25, e à outra, 75. 

V. Determinar dois números cuja soma é 53 e cuja dife- 
rença é 13. 

Temos neste problema duas incógnitas; com efeito, precisa- 
mos determinar, dois números cuja soma é 53 e cuja diferença 
é 13. Tomemos como incógnita um dos números que que- 
remos determinar, por exemplo, o maior; seja x 0 número maior. 
De acôrdo com uma das condições do problema, por exemplo, 
a condição diferença, o número menor será x — 13. E recorrendo 
à condição soma para armar à equação, teremos: ` 


li 
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; = un T 
R e E E I O número maior é 33 e o menor é 
es 66 ! 33 — 13, isto é, 20. Com efeito, 33+20 = 
E ea O o a 


VI. Um número tem 2 algarismos cuja soma é 11. Somando 


2 


- 45 a êste número, o resultado é o mesmo número escrito em ordem 


inversa. Qual é o número? 

Seja z êste número. Somando ao número x, 45 unidades, 
resultará o número x, escrito em ordem inversa!... Mas, como 
escrever 4 em ordem inversa ?!... Não é necessário continuar; 
fomos desastrados na escolha da incógnita. i : 

Recomecemos. O número que queremos determinar é consti- 
tuído de 2 algarismos; vamos tomar como incógnita o algarismo 
das unidades; seja x êste algarismo. Então o algarismo das 
dezenas será 11 — x.'* Ora, lembrando que o valor relativo do 
algarismo das dezenas é igual ao seu valor absoluto, multiplicado 
por 10, concluímos que o número que- queremos determinar é 
10011 — xz) + z. Diz o nosso problema que, somando 45 unidades 
a êste número, obtém-se o mesmo número, porém escrito em 
ordem inversa. Isto quer dizer que o número resultante é o número 
primitivo com os algarismos trocados. Portanto, 


10(11 — x£) + x + 45 = 10r + (11 — x) 
Resolvida esta equação, verificamos que x = 8. Logo, o 


algarismo das dezenas é 11 — 8, isto é, 3. O número pedido é 38, 
e 38 4 45 = 83. l 


31. As soluções negativas. Resolvendo um problema, l 


acontece, às vêzes, que a raiz da equação correspondente a êste 


“problema é um número negativo. Como explicar êste resultado ? 


A . x P $: E 
Algumas vêzes esta raiz negativa é um verdadeiro resultado sin- 


gular. Mas, em outras, ela pode ser facilmente interpretada. E’ 


o que acontece quando se pede um tempo, uma distância, um lucro, 
uma temperatura, ete., enfim, quando a incógnita representa uma 
grandeza que pode ser contada em dois sentidos opostos. Vamos 
exemplificar. 

I. Um pai tem 40 anos e seu filho, 12. Quantos anos deverão 
decorrer para que a idade do pai seja oito vêzes a do filho? 


it 


CAE DRDS 


mr 
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Deverão decorrer x anos; o pai terá 40 + x, o filho 12 + 4, 
e, de acôrdo com o enunciado: do problema, teremos: 

E E l Deverão decorrer —8 anos! Eis um 
An 06 sr ! resultado singular: “deverão decorrer me- 
7z = 56 4 2088 anos! Mas a interpretação é rápida, 

Tg =- 56 ! é quasi instantânea; os nossos jovens alu- 

ao | nos gritam em côro: «Isto aconteceu há 
+ oito anos»! 

E os estudantes têm razão. O tempo é uma grandeza que 
se pode contar em dois sentidos: por exemplo, do presente para o 
futuro e do presente para o passado. 

No problema que acabámos de resolver, perguntámos quantos 
anos deverão decorrer... etc.. Portanto, ficou automâticamente 
estabelecido que o tempo será considerado positivo, do presente 
para o futuro, e negativo, do presente para o passado. 

E diremos que o problema proposto é impossível. Mas, em 
se tratando do tempo, a impossibilidade é relativa. Com efeito, 
modifiquemos o problema, nas seguintes condições: 

| Um pai tem 40 anos, e seu filho, 12. Há quantos anos a idade 
do: pai foi igual a 8 vêzes a idade do filho? 

Modificando assim o problema, isto é, perguntando há quantos 
anos a idade do pai foi igual... ete., fica automâticamente esta- 
belecido que o tempo será considerado positivo, do presente para 
o passado, e negativo, do presente para o futuro. 

Foi há x anos; o pai tinha 40 — x, o filho 12 — x e, de acôrdo 
com o enundiado do problema... | 40-7 = 8 (12-2) 

Obtivemos para x um valor positivo: i 40—g = 96— 8z 
r = 8. “Portanto; € o fato, se deu realmente E FR Sa 
há 8 anos. a l Ea 

ii (Nuel é o número que devemos somar aos dois têrmos dà 


jração é = para que a fração resultante seja E 


Seja x êste número; . a equação do R será: 





M+s 5 l O número que devemos somar aos dois 
l5+r 9 “4 têrmos da fração ip para que ela se torne 
99+9)% = 75+5x 1. Do 
On igual a q é — 6 (menos 6). Neste, caso à 

a =—6 | solução negativa dispensa interpretação. 
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porque somar — 6 consiste em subtrair 6. Entretanto, se OS es- 
tudantes querem achar para x um valor positivo, é bastante re- 
solver novamente o problema, substituindo a palavra somar pela 
palavra diminuir. 

Em resumo, uma solução negativa significa que o problema 
é impossível. Esta impossibilidade é relativa, quando a incógnita 
é uma grandeza que pode ser contada em dois sentidos opostos, 
isto é, quando a grandeza admite oposição de sentido; é o caso 
dos tempos, distâncias, temperaturas, lucros e perdas, ete.. Neste 
caso, modificamos o enunciado do problema de modo que a nova 
pergunta do mesmo problema seja justamente o contrário da per- 
gunta primitiwa. Por exemplo, em lugar de perguntar quantos anos 


deverão decorrer para que, etc., perguntaremos há quantos anos; em, 


lugar de perguntar a que distância do ponto À se encontrarão... 


perguntaremos a que distância do ponto A se encontraram, ete.. 


` Quando a incógnita é uma grandeza que não admite oposição 
de sentido, a solução negativa indica a impossibilidade absoluta 
de resolver o problema. E” o que vamos ver no problema seguinte. 
HI. Vinte pessoas, homens e mulheres, alugaram um vagão de 
uma estrada de ferro, por 124 truzeiros. Cada homem contribuiu 
com 5 cruzeiros e cada mulher com 3 cruzeiros. Quantos eram os 
homens e quantas as mulheres? 
Representando por x o número de, homens, o de mulheres 
será 20 - x. Os x homens contribuiram com 5x e as 20— g mu- 
lheres contribuiram com 3(20 — x). E a despesa total tendo sido 
de 124 cruzeiros, temos de resolver a seguinte equação: 


Os homens eram 32. Portanto, as mu- 


l 
5z+3(20—x) = a) 3 
E E pi ! lheres eram 20 —32, isto é, — 12. As mu- 
dr = 64 ! lheres eram menos doze. Eis uma solução 
"p= 82! negativa que absolutamente não pode ser 
1 


interpretada, porque o número de mulheres 

não admite oposição de sentido. Neste caso, a solução negativa in- 

dica impossibilidade absoluta de se resolver o problema; o problema 
é absurdo. 

32. As soluções RES Os alunos da primeira sérte 

ginasial, em número de 36, resolveram fazer uma excursão a uma 

cidade próxima. Os bilhetes para a excursão importavam em 155 cru- 
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zeiros. Ficou estabelecido que os meninos pagariam 5 cruzeiros e as 
meninas, 2.. Quantos eram os meninos e quantas as meninas? 
Seja z o número de meninos; o de meninas será 36- x. Os 
meninos contribuiram com 5x, as meninas com 2(36— 7); e a 
importância total dos bilhetes sendo Cr.$155,00, teremos: 


de + 2(36- x) = 155 


5z + 72-20 = 155 7 
dr = 83 i 
= 272 
Rare ic 


2 A E 
Portanto, devendo ser z = lr o número de meninos, segue- 


se que o problema é absurdo, pois a sua solução deveria ser um 
número positivo e- inteiro. ` 

Ássim um problema é impossível quando exige que a raiz da 
equação seja um número inteiro, e esta se apresenta fracionária. 

33. O infinito nos problemas. Às vêzes, um problema 
dado nos conduz a uma equação cuja raiz é o infinito. Neste 
caso o problema é geralmente impossível. Como exemplo, vamos 
resolver o seguinte problema: 


De = do meu dinheiro, subtraindo 10, restam E 15 
meu dinheiro. Quanto tenho? Seja x o meu dinheiro. | 
2x de AR ' Neste exemplo, o símbolo æ indi- 
2—10=— + — |! ca a impossibilidade de resolver o pro- 
a 5 15 í blema. (EM.TV.$76) Com efeito, 
10x — 150 = 3x + 7x 1 reduzindo as frações do problema da- 
10z—3z—7z = 150 .` do, ao mesmo denominador, ` teremos 


10% ST Iz su MOX Noz. 
Ox = 150 RE BH Tea Taro 
SE AA -10 =0, e a impossibilidade se torna 
g= co À 
` evidente. 


Em resumo: um problema é impossível quando: 

a) Tem como solução o infinito. 

b) Tem como solução um número fracionário e os dados do 
problema exigem como solução um número inteiro. 

c) Tem como solução um número negativo. (§31, ID 


mais sã do 
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34. Problemas indeterminados. Já resolvemos um pro- 
blema indeterminado. ($3) Aprendemos também que: 
` = n (um número qualquer) (E.M.T.V.§76) 


Ti ; n ae 
A expressão yé chamada, em Matemática, o símbolo da in- 


determinação. Esta expressão aparece sempre que o problema não 
tem condições suficientes para ser resolvido. Por exemplo: ' 

“Tenho canários c sabiás, ao todo 50 aves. Quantos são os canários 
e quantos os sabiás? 

Seja x o número de canários; o de sabiás será 50 — x. E, visto 
que o nosso problema contém sômente uma R não há 
remédio senão escrever: 

i 
E ai o Se 2) Es êstes podem ser 3, 4, 8, 15, 23, ete.. Com 
TaS 50-50 | efeito, se o problema diz que canários e 
0: 0 N sabiás são ao todo 50, e nada mais, é claro 
0 | que podemos ter 20 canários e 30 sabiás, 
1 e 22 sabiás, ete.. 

“Diz-se então, em Matemática, que o problema é indeterminado. 

Um Problema é, geralmente, indeterminado, quando o número de 
incógnitas é maior que o número de condições distintas que os valores 
destas incógnitas devem preencher. 


35. O problema dos correios. E’ um problema tradicional 
em Álgebra. E’ assim chamado porque, no tempo em que os mate- 
máticos o formularam, não havia trens e, muito menos, auto- 
móveis. À correspondência era transportada de uma cidade a 
outra por homens que se chamavam correios e que faziam o trans- 


“porte da correspondência, a cavalo. 


Dois correios A e B estão percorrendo a mesma estrada, e no 
mesmo sentido. Suas velocidades respectivas são v ev. Em um 
momento dado (por exemplo, ao meio-dia) a distância que os separa 
é d.. Em que ponto da estrada os dois correios se encontrarão ? 


B (99) A @) — E 
a S 


| 4 
d A T 





Portanto, sendo x o número de canários, E 


ou 24 canarios e 26 sabiás, ou 28 canários. 
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Vamos resolver êste problema com uma incógnita. Seja x 
o caminho percorrido pelo correio À, até o ponto de encontro; 
então o caminho percorrido pelo correio B será x + d. 

Seja t o tempo necessário ao correio À para percorrer 0 ca- 
minho x, e t o tempo necessário ao correio B para percorrer o ca- 
minho x + d; sendo o tempo igual ao espaço dividido pela velocidade, 
(E.M.8.V. 826) ço z E Eta 

ou v 





7 


Mas êstes dois tempos são evidentemente iguais; logo, 
gd 


A 








À equação xr = é uma fórmula, que 


vv 
vamos discutir. Discutir uma fórmula é atri- 
buir às letras que nela entram todos os va- 


lores possíveis, e interpretar os resultados 


£ 
v 


xv = ww +- dv 
xv’ — xv = dv 





PO N obtidos. a 
od - A. discussão desta fórmula será dividida 
É RE» em duas partes. 


-_ tu q e e e e rt e rt rt ma em 


Primeira parte: d zero 


"I. Suponhamos v’ >v. Neste caso, acharemos para x um 
“valor, e sômente um, inteiro, ou fracionário, mas positivo. E o 
correio B alcançará o correio À. 


-II. Suponhamos v’ = v. Neste caso, teremos: i 
EN OE r = i a Nea) 
Be F ; 


O infinito é o símbolo da impossibilidade. (833) Neste caso, 
o correio B nunca alcançará o correio À, o que é evidente, porque 
A está na frente, e ambos caminham com a mesma velocidade. 
II. Suponhamos v’ <v. Neste caso, acharemos-para x um 
valor, e sômente um, inteiro ou fracionário, mas negativo. A 
solução negativa indica, neste caso, uma impossibilidade relativa. 
Com efeito, “modificando a pergunta do problema, isto é, pergun- 
tando em que ponto da estrada os dois correios se tinham encontrado, 
obteremos facilmente do 


v—y” 
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solução esta que, podendo ser inteira ou fracionária, é, entretanto, 
postiiwa porque, no caso presente, temos v > v. 


Segunda parte: d =zero 


L. Suponhamos v >v. O numerador de x é nulo, mas o 
denominador é diferente de zero; logo, z = 0. Com efeito, se 
os dois correios estão juntos num momento dado, por exemplo, 
no ponto À, e se caminham com velocidades diferentes, é claro 
que o encontro se realiza no próprio ponto A. Logo, a distância 
entre o ponto À e o ponto de encontro é nula. 


II. Suponhamos v’ = v. Neste caso, teremos: 


a o dW a! Ee Dx = A 0 
Entes ore SO 
Ora, n é o símbolo da indeterminação. (§34) Neste caso, O 


problema, é indeterminado. Com efeito, se os dois correios estão 
juntos em um momento dado, por exemplo, no ponto À, e se ca- 
minham com velocidades i iguais, é claro que estarão sempre Janton; 
o valor de-x é qualquer. 


II. Suponhamos v < v. Geno no primeiro càso, teremos | 
= 0. O denominador de x será negativo, mas zero dividido por 
mais ou menos um número qualquer n é igual a zero. 








A fórmula z = sos permite resolver todôs os problemas 


análogos ao problema dos correios. No caso em que os dois cor- 
reios caminham um ao encontro do outro, é bastante escrever 


v+, em lugar. de v — v, como os estudantes podem temente 


verificar. ` 
Exercícios. Série XIX (*) 


Resolver os seguintes problemas, com uma incógnita: 


1. Determinar dois números tendo por soma 3,7 e por diferença 0, 6. 
2. Determinar duas frações tendo por soma 3% e por diferença 34. 
3. Dividir 40 em duas partes tais que cinco vêzes a a primeira mais três 


-vêzes a segunda seja igual a 184. 


4. Repartir 50 laranjas em duas porções tais que a diferença entre o 
triplo da primeira e o quádruplo da segunda seja 38. 

5. Determinar duas frações cuja soma seja 1. 

6. Tenho Cr.$225,00 em notas de Cr.$20,00 e de Cr.$5,00. O número 
total delas é 30. Quantas são as notas de Cr.$20,00 e as de Cr.$5,00? 


(*) Convém ler a Nota. da pág. 271. 
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7. Dividir 120 em duas partes tais que 10 vêzes a maior seja igual a 14 

vêzes a menor. à 
* 8. Quais são as dimensões de um retângulo cujo perímetro mede 300 
metros ? l À i : 

9. Um pai tem 40 anos e seu filho, 8. Quantos anos deverão decorrer 
para que a idade do pai seja o triplo da do filho? 

10. Em 1920 um pai tinha 26 anos e seu filho, 2. Decorreram alguns 
anos e a idade do pai tornou-se o quíntuplo da do filho. Em que ano se ve- 
rificou êste fato e qual era então a idade de cada um? 

11. Um terreno retangular mede 35m por 18m. Se aumentarmos 5m 
no comprimento, de quanto, devemos diminuir a largura, para que o peri- 
metro do terreno não varie? 

12. Antônio e Carlos têm a mesma quantia. Se Carlos der Cr.$5,00 
a Antônio, então o triplo do dinheiro de Antônio será igual a 11 vêzes o di- 
nheiro de Carlos. Quanto tem cada um dos meninos ? 

13. O triplo de um número excede 50, tanto quanto 40 excede o dôbro 
dêsse mesmo número. Qual é o número? 

14. A diferença entre o excesso de um número sôbre 50 e o excesso 
de 80 sôbre êsse mesmo número é 10. Qual é o número? S 

15. Contratei um empregado por Cr.$150,00 mensais e uma gratifica- 
ção, no fim do ano, de um terno de roupa. Ao cabo de 7 meses tive de des- 
pedí-lo` e dei-lhe, então, Cr.$827,50 e o terno. Quanto paguei pelo terno? 

16. Quero socorrer alguns pobres. Faltam-me Cr.$15,00, para dar 
Cr.$5,00 a cada um; entretanto, se eu der Cr.$1,00 menos a cada um dêles, 
sobrar-me-ão Cr.$8,00. Quanto tenho e quantos são os pobres? 

17. Eu tenho 50 anos e meus três sobrinhos têm juntos 42 anos. Quan- 
tos anos deverão decorrer para que a minha idade seja igual à soma das idades 
dos meus sobrinhos ? ; 

18. Comprei 30 sacas de café, tipos 3 e 4, e paguei Cr.$4 140,00. O tipo 
3 custou Cr.$150,00 a saca e o tipo 4, Cr.$120,00. Quantas sacas de cada 
tipo comprei? 3 

19. Dividir o número 166 em 4 partes, de modo que o excesso da pri- 
meira sôbre a segunda seja 4; sôbre a terceira, 12; sôbre a quarta, 18. 

20. Tenho um certo número de ameixas; se me derem mais 24, então 
o número de ameixas excederá 80, tanto quanto 80 excede o número primi- 
tivo de ameixas. Quantas ameixas tenho ? l 

21. Comprei 30m de sêda e 40m de fôrro por Cr.$1 280,00. Sendo o 
preço de um metro de sêda igual a 4 vêzes o preço de um metro de fôrro, 
pergunta-se qual o preço do metro de cada fazenda. ; 

. 22. Conheço seis irmãos, cada um dos quais tem 3 anos mais do que o 
outro, isto é, A tem 3 anos mais que B, B tem 3 anos mais que C, etc.. A 
idade do mais velho é igual a dez sétimos da idade do mais moço. Qual é a 
idade de cada um dos seis irmãos? 

23. Contratei um empregado por Cr.880,00 mensais e prometí-lhe um 
relógio ao cabo de um ano de serviço. Tendo sido obrigado a despedí-lo 
depois de 8 meses e meio, dei-lhé Cr.$637,50,e o relógio. Qual era o preço 
do relógio ? 
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24. Dividir 120 em duas partes tais que a maior seja igual à menor 
mais 32. 3 

25. Dividir 80 em duas partes tais que a diferença entre a maior e o 
triplo da menor seja 12. : 

26. Dividir 72 em duas partes tais que a maior seja igual a 4 vêzes a 
menor mais 3. 

27. Um pai tem 50 anos e seus três filhos têm respectivamente 22, 21 
e 19 anos. Há quantos anos a idade do pai era igual à soma das idades dos 
três filhos? 

' 28. Um empregado ganha Cr.$15,00 por dia, mas é obrigado a pagar 
uma multa de Cr.$4,00 quando não comparece ao escritório. Ao cabo de 60 
dias recebe Cr.8729,00. Quantos dias trabalhou ? as 

29. A, B, Ce D receberam Cr.$175,00. A e B receberam Cr.877,00; 
A e C, Cr.$83,00; A e D, Cr.885,00. Quanto recebeu cada um? 

30. Tenho- pêssegos, maçãs e peras, ao todo 96 frutas. O número de 
maçãs é o triplo do de pêssegos, e as peras são tantas quantos são os pêssegos 
e maçãs reunidos. Quantas frutas de cada espécie tenho? 

31. A diferença entre dois números é 4; a diferença entre o quíntuplo 
do menor e o triplo do maior é 10. Quais são os dois números? 

32. Um negociante tem duas qualidades de vinho; uia custa Cr.$2,00 
o litro e a outra, Cr.$3,60. Quer fazer uma. mistura de 80 litros e de modo 
que cada litro da mistura custe Cr.$3,20. Quantos litros de cada vinho deve 
misturar ? a i | 

"33. Dividir o número 60 em duas partes tais que um sétimo de uma 


`` seja igual a um oitavo: da outra. f 


34. Repartir 55 laranjas em duas porções tais que um quarto da pri- 
meira, mais cinco sextos da segunda seja igual a 40. F 

35. Quatro meninos receberam uma certa quantia. O primeiro recebeu 
Cr.$35,00; o segundo, o terceiro e o quarto receberam, respectivamente, um 
nono, três oitavos e cinco doze avos da quantia distribuída. Quanto rêcebeu 
cada um? . ; 

36. A diferença entre dois números é 495, o quociente incompleto é 
4, e o resto da divisão é 60. Quais são os dois números? ` 

37. Três retalhos de fazenda medem juntos 15,7m. O primeiro tem 3, im 
mais do que o segundo; êste tem 1,5m mais que o terceiro. Quanto mede 
cada retalho? E 

38. Tenho galinhas e coelhos, ao todo 77 cabeças e 238 pés. Quantas 
são as galinhas e quantos são os coelhos? 

39. Se do dôbro da idade que meu filho tem, subtrairmos o triplo da 
idade que êle tinha há seis anos, resultará a sua idade atual. Qual é a idade 
de meu filho? 

40. Um jardim quadrado é fechado com um muro cuja espessura mede 
0,40m; então a área do jardim diminue de 74 metros quadrados. Calcular 
o lado e a área do jardim, antes da construção do muro. 

41. Qual é o número cujos dois terços diminuídos de 8, equivalem à 
quarta parte do mesmo número aumentada de 7? 

42. Um pai tem 30 anos mais que seu filho; dentro de 4 anos a idade 
do pai será o quádruplo da do filho. Qual é a idade de cada um? 
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43. Um banqueiro recebeu Cr.$662 000,00 êm três dias; no segundo dia 
recebeu um décimo mais que no primeiro; e no terceiro dia um décimo mais 
que no segundo. Quanto recebeu em .cada um dos três dias? f 

44. No fim de cada ano a minha fortuna aumenta de um têrço de seu 
valor, mas eu gasto Cr.$1 000,00 em presentes. Ao cabo de três anos a minha 

fortuna duplica. Qual é a fortuna inicial? i i 

45. Transformar o número 695 em uma soma de cinco números ímpares 
onsecutivos. j i 
E 46. Determinar quatro múltiplos consecutivos de 11, tendo por soma 286. 

` 47. Paguei Cr.$265,00 com notas de Cr.$5,00 e de Cr.$2,00. O núme- 
ro de notas de Cr.$2,00 excede de 17 o número de notas de Cr.$5,00. Quan- 
tas notas dei de cada espécie? E 
É 48. Um criador foi à feira para vender frangos a Cr.$4,00. Durante o 
caminho, porém, presenteou um amigo com 10 frangos e, não querendo ter 
prejuízo, resolveu vender os restantes a Cr.$4,80 cada um. Com quantos 
. frangos saiu êle de casa? 
Exercícios. Série XX 
Resolver com uma incógnita os seguintes problemas: es 
1. Determinar 2 números cuja soma é 147 e cuja diferença é 53. 
2. Determinar dois números cuja soma é 141, o quociente aproximado 
é 6, e o resto da divisão é 15. > 
Ea? 3. Multiplicando um certo número por 12, somando 36 ao produto, e 
dividindo a soma por 56, o quociente é 78. Qual é o número? 

- 4. Determinar dois números consecutivos tais que a soma da metade 
e da quinta parte do menor seja igual à soma da têrça parte e da quarta parte 
do maior. Es : ý f 

5. Contratei um empregado por Cr.$300,00 mensais e a gratificação 
de um relógio, ao cabo de um ano. Despedí-o, porém, ao cabo de 7 meses, 
dando-lhe Cr.$1950,00 e o relógio. Determinar o preço do relógio. 

“6. Dividir Cr.$1 350,00 entre três pessoas, de modo que a parte da se- 
gunda seja o triplo da parte da primeira, e a parte da terceira seja o dôbro 
da parte da segunda. das 

E 7. Dividir Cr.$400,00 entre três pessoas, de modo que a segunda re- 
id Cr.$50,00 mais que a primeira, e a terceira receba tanto quanto as duas 
RF: q S. É, f ke, t 
i . O quociente aproximado de 2 números é 3, o resto de sua divisão é 
2, e sua diferença é 28. Quais são os dois números? k X 
© 9. Calcular o comprimento e a largura de um retângulo cujo perímetro 
mede 208m, sendo a largura igual a % do comprimento. 3 

10. Um número é o quíntuplo dọ outro; diminuindo 80 unidades do 

maior e 8 do menor, os restos são iguais. Quais são os dois números ? 

11. Um pai tem 55 anos e o filho, 12. Quantos anos deverão decorrer 

para que a idade do pai seja o triplo da do filho? a 

12. Tenho galinhas e coelhos, ao todo 47 cabeças e 120 pés. Quantas 

alinhas e quantos coelhos tenho? k $ f 
E 13. Pai e filho têm juntos 72 anos. A idade do filho é 24 da do pai, 
Qual é a idade de cada um? 
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14. Um pai dizia ao filho: «Hoje tua idade é 3 da minha; há 8 anos 
cra X. Quais são as nossas idades?» ~ 

15. A soma dos dois algarismos de um número é 7; diminuindo 27 dêste 
número, resulta o número primitivo invertido. Determinar êste número. 

16. Um número tem 2 algarismos; o das unidades é o quádruplo do das 
dezenas. Somando 54 unidades a êste número, resulta o mesmo número in- 
vertido. Qual é o número ? z ki 

17. Determinar uma fração igual a % e cuja soma dos têrmos seja 221. 

18. Determinar uma fração igual a % e cuja soma dos têrmos seja 169. 

19. Dividir 728 em duas partes proporcionais aos números 3 e 5. 

20. Dividir 385 em duas partes proporcionais aos números 4 e 7. 

21. Dividir 420 em duas partes proporcionais aos números He MM. 

22. Dividir 258 em duas partes proporcionais aos números % e 3⁄4. 

23. Se dividirmos um certo número por 10 e, em seguida, dividirmos o 
quociente por 3, a soma dos quocientes será 100. Determinar êste número. 

24. Multiplica-se um número por 9; do produto se subtrai 18; divide- 
se a diferença por 12; do quociente se diminue 3; resta:3. Determinar êste 
número. 5 ; É 

25. Pai e filho têm juntos 80 anos. Se duplicarmos a idade do filho, êle 
terá 10 anos mais que o pai. Qual é a idade de cada um? | 

26. O dôbro de um número aumentado de 24, excede 80, tanto quanto 
100 excede o número." Determinar êste número. 

27. Determinar a minha idade, sabendo que, dentro de 20 anos, ela será 
igual ao dôbro da idade que eu tinha há 20-axos. 

“28. Tenho 40 anos e meu irmão tem % daminha idade. Há quantos 
anos a idade de meu irmão era igual a % da minha? . 

29. Um pai tem o triplo da idade do filho; há quatro anos a idade do 
pai era o quádruplo da do filho. Determinar as idades atuais do pai e do filho. 

30. À soma dos dois algarismos de um número é 9. Se dividirmos o 
número pela soma de seus algarismos, o quociente será 8. Qual é o número? 

31. A e B saem a passeio. A tem Cr.$100,00 e B, Cr.$48,00. A gasta 
duas vêzes mais que B e fica com o triplo do que restou a B. Quanto gastou 
cada um? ` Í ; 

32. A e B tinham juntos Cr.$40,00. B deu Cr.$19,00 a A e éste ficou 
com Cr.$6,00 mais do que B. Quanto tinha cada um dêles, antes de realizarem 
êste negócio ? ; É i 

33. Eu tinha uma certa quantia. Gastei % desta quantia, depois recebí 
Cr.$90,00, em seguida gastei 3% do meu dinheiro, recebí Cr.$670,00, gastei 
% do meu dinheiro, e fiquei com Cr.$360,00. Qual a quantia que eu possuía ?. 

34, Dois estudantes têm a mesma idade. Se a idade do primeiro aumen- 
tar de 36 anos, e a do segundo, de 92, as duas idades serão proporcionais aos 
núneros 3 e 4. Qual é a idade dêles? 

35. Um general dispõe os seus soldados em quadrado e sobram 88; en- 
tretanto, não pode por mais um soldado em cada linha; porque lhe faltam 
57. De quantos soldados dispõe êste general ? 

36. Uma lebre, perseguida por um perdigueiro, tem 90 pulos de dian- 
teira. Enquanto a lebre dá 5 pulos, o cão dá 4. Mas 5 pulos do cão valem | 
7 pulos da lebre. Quantos pulos deve dar o perdigueiro para alcançar a lebre ? 
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37. Uma torneira enche um tanque em 8 horas, e uma outra o enche em 
12 horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo temp, em quantas horas o 
tanque ficará cheio? 

38. Uma torneira enche um tanque em t horas, e uma outra o enche em 
ť horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas horas o 
tanque ficará cheio? 

Observação. O aluno, resolvendo êste problema, terá deduzido a regra 
para resolver todos os problemas desta espécie; aprenderá a generalizar uma 
questão aritmética. E” esta uma das vantagens da Algebra. 

39. Uma torneira enche um tanque em 15 horas e uma outra o esvazia 
em 20 horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas ho- 
ras o tanque ficará cheio? 

49. Uma torneira enche um tanque em t horas, e uma outra o esvazia 
em & horas. Abrindo as duas torneiras ao mesmo tempo, em quantas horas 
o tanque ficará cheio? ` 


Observação. ste problema é também uma generalização, e constitue 
uma excelente oportunidade para que o professor faça com os seus alunos 
um exercicio de discussão de fórmulas. ' 


41. Um relógio marca meio-dia. A que horas seus ponteiros estarão su- 
perpostos pela segunda vez? 


36 Problemas do primeiro grau com duas incógnitas. 
Já fizemos algumas considerações a respeito da resolução algébrica 
dos problemas de Matemática. Entretanto, se quisermos resolver 
êstes problemas, com duas incógnitas, devemos tomar algumas 
precauções, que vamos indicar nos exemplos que se seguem. 

Primeiro exemplo. Determinar dois números inteiros con- 
secutivos tendo por soma 28. 

Seja x o número maior, e y o menor; portanto, 


r+y = 23 (1) 


“Foi fácil estabėlecer esta equação; o problema nos diz que 
a soma dos dois números deve ser 23; esta condição está declara- 
da no problema, está à vista, é uma condição explícita. (§ 5) 
Ora, uma equação não basta para resolver o nosso problema; se 
não estabelecermos outra equação, o problema será indeterminado. 
($28) Mas, como estabelecer a outra equação ? Recorrendo a 
uma outra condição contida no mesmo problema: os dois números 
devem ser inteiros consecutivos. Cabe ao estudante saber o que 
são números inteiros consecutivos; e, se êle o souber, escreverá 
imediatamente 


x-y = 1 (2) 
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Esta condição, a dos dois números pedidos seremi nteiros con- 
secutivos, não é, pois, bastante clara; exige que o estudante tenha 
conhecimentos de Matemática; é uma condição implícita. 

Estabelecidas as equações (1) e (2) o resto é fácil. 

Segundo exemplo. Determinar dois ângulos complementa- 
res, tendo por diferença 28º. = a 

A condição explícita do problema é que a diferença dos ângulos 
é de 28º. 

A condição implícita, isto é, a condição que o problema não 
nos diz, é que a soma de dois ângulos complementares é 90º. E” 
dever do estudante conhecer esta condição. 

Representando por x o ângulo maior e por y, o menor, teremos: 

Re o : Eae do nte 00, 
t—y=28f `` | 2= 62 `y = 3I 
, Observação. Os problemas que deverão ser resolvidos com duas in- 
cógnitas já foram apresentados nos 8810, Il e 13. Š 


b 
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Números Irracionais 


37. Números irracionais. Se uma fração ordinária é ir- 


redutível, o quadrado desta fração é também uma fração irredutível. 
4 14 e Te 
q I5 1 € z Decompondo 
em fatores primos ambos os têrmos de cada uma n dR frações 
e elevando-as, em seguida, ao quadrado, teremos: 


Consideremos as frações irredutíveis 


4 -2X2 i (2X2º (0X22 2x2X2X2 16 
9 axu and 2 Ox exames a 
fá DRI a (OR Da O 
15 3x5i dr T BX5P 3X5X3X5 225 
22 2X11 ! y _ X11} _2X11X2X11 abs 
15 8x5! \3Xx5 B X5 3X5X3X5 225 : 


Observando as operações acima, é fácil concluir que, se os 
dois têrmós de uma fração não têm fator comum, elevando esta 
fração ao quadrado, isto é, multiplicando cada têrmo por si mesmo, 
os dois produtos resultantes não podem ter fator comum. Portanto, 

Se uma fração ordinária é irredutível, o aundisádio 
desta fração é também uma fração irredutível. 

De modo análogo se provará que, quando uma fração ordi- 
nária é irredutível, qualquer potência desta fração é também uma 
fração irredutível. 

Vamos agora mostrar que: 

Uma fração imprópria e irredutível não pode ser transformada 
em número inteiro. 


. a As TR ; À 
Seja + uma fração imprópria e irredutível. Logo, seus têr- 


mos são primos entre si e, além disto, temos a > b. À fração 
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Ee : 7 a pus 
+ não pode ser transformada em número inteiro porque, para 


que esta transformação pudesse ser efetuada, seria necessário que 
a fosse divisível por b, o que não é possível. devido à hipótese; 


com efeito, estamos supondo que a e b são primos entre si. Por 


9 13 17 
exemplo, as frações T E eg não podem ser transformadas em 


números inteiros. 

Teorema. Se um número inteiro A não tem como raiz qua- 
drada exata um outro número inteiro B, também não existe um 
número jracionário que, elevado ao quadrado, reproduza o número A. 

Consideremos, por exemplo, o número 10; não existe um 
número inteiro cujo quadrado seja 10. i 

Existirá, porventura, um número fracionário cujo aa j 
seja 10? Vamos provar que êste número não existe. 


Suponhamos que a raiz quadrada do número 10 é > isto é: 


=s a z a2 
V E e: wo D | 

Ora, a igualdade (1) não pode existir. Evidentemente, a 
fração a é uma fração imprópria (VIO > 3), e que podemos supor 


irredutível porque, se não o fosse, dividiríamos ambos os têrmos ` 
desta fração pelo seu máximo divisor comum. 

Mas, a fração sendo irredutível, seu quadrado, isto é, a. 

a2 . 

fração = é também uma fração irredutível. Entretanto, já 


vimos que uma fração imprópria e irredutível não pede ser trans- 


formada em número inteiro; portanto, a fração não pode 


= 
ser igual ao número 10, isto é, a igualdade (1) não pode existir. 

De modo análogo se provará que, se um número inteiro A não 
tem como raiz cúbica exata um outro número inteiro B, também 
não existe um número fracionário que, elevado à terceira potência, 
reproduza, o número A. Por exemplo, não existindo um número 
inteiro cuja terceira potência seja 20, não existe também um nú- 
mero fracionário cuja terceira potência seja 20. E assim por diante. 
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' Calculando a raiz. quadrada de 10, com êrro inferior a um 
centésimo, acharemos 3,16. (E.M.S.V. § 49) 

Se calcularmos V10 com maior aproximação, isto-é, com êrro 
inferior a 0,000 1 ou 0,000001, acharemos, porventura, uma dízima 
periódica? De modo algum. Suponhamos que... 


V10 = 3,16161616..... 
Neste caso teríamos..... de 


VI = 318 qu M.P.v.8163) .. VIO = 2 
99 99 

E a raiz quadrada de 10 seria uma fração imprópria e irre- 
dutível, o que não pode ser de acôrdo com o teorema já demons- 
trado. 

Mas, se a raiz quadrada exata de 10 não é um número in- 
teiro, não é uma fração ordinária, não é uma fração decimal, não 
“é uma dízima periódica, qual é, então, a natureza da raiz quadrada 
“exata do número 10? ; 

E um número irracional. Procurando a raiz quadrada de 
10, podemos escrever à direita dêste número uma infinidade de 
zeros, sem que a operação se termine; haverá sempre um resto. 
Podemos determinar a raiz quadrada de 10, com 15 ou 20 ou 50 
algarismos decimais, mas esta raiz nunca será exata; será sempre 
uma raiz aproximada. i ; i 

A raiz quadrada de um número inteiro, e que não é quadrado 
perfeito, é um número irracional; V2, 13, 5, 16, W7, 18, VIO, 
etc., são números irracionais. ; _ a _ s5— ` : 

O mesmo acontece com V10, 1420, 130, etc.; êstes números 
são também irracionais. Portanto, 

A raiz enésima de um número inteiro que não é uma 
enésima potência exata é um número irracional. (*) 


Observação. Raiz enésima significa raiz de grau n. Para não dizer raiz 
segunda, terceira, quarta, ete., dizemos de um modo geral, raiz enésima. 


Em oposição aos números irracionais, os números inteiros e 
fracionários são chamados números racionais. 





(*) Há números irracionais, que não são a raiz enésima de um númers 
que não é uma enésima potência exata; por enquanto podemos citar apenao 
o número x. (3,1415926...) Tais números irracionais são números tran- 
scendentes. 
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Os números irracionais acima definidos são chamados timbém 
radicais, os quais são classificados pelo índice. Assim é que 


vz y5, V5 são radicais do segundo grau. 
eme vaia 3 
Y, v9, V10 são radicais do terceiro grau. 


4 
Ê 13, 15, 7 são radicais do quarto grau. 
E assim por diante. 


38. Cálculo dos radicais. Consideremos a expressão arit- 
mética seguinte: i 


V6 x V10 x Vi5xV28x 163 A) 


Se quisermos calcular esta expressão com os nossos conheci- 
mentos atuais de Matemática, teremos de extrair cinco rafzes 
quadradas e multiplicar os resultados! Extraindo cada uma. das 
raízes, com êrro inferior a um milésimo, teremos: 


2,449X3,162X3,872X5,291x7,937 . (B) 


Imagine-se o trabalho necessário para calcular a expressão B! 
E êste trabalho fastidioso nos conduz a uma aproximação grosseira 
do valor de B; nenhum dos fatores da expressão B representa 
exatamente o fator correspondente da expressão A; cada fator 
da expressão A é um pouco maior que o fator correspondente da 
expressão B. Entretanto, o cálculo dos radicais nos permite 
obter o valor exato da expressão A, sem extrair uma raiz, e efetu- 
ando uma multiplicação muito simples, que pode mesmo ser feita 
mentalmente! O valor exato da expressão A é 1 260, como mostra- 
remos adiante. (851) BE i 

As operações que se realizam com os radicais são as mesmas 
que se realizam com os números inteiros e fracionários: adição, 
subiração, multiplicação, divisão, potenciação e radiciação. se 

39. Valor aritmético de um radical. Um radical do 
segundo grau tem dois valores distintos, sendo um positivo e outro 
negativo. Assim como V25 = +5, também V2 = + 1,414..., 


Nae Da , V5 = + 2,236..... , V6 = + 2,449..... ; 


etc.. Entretanto, no cálculo dos radicais consideraremos sômente 


o valor positivo dêstes radicais, isto é, o valor aritmético dêstes 
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radicais. Em Aritmética, o número 25 tem apenas uma raiz 
quadrada; é o número 5. Em Aritmética não se conhece à raiz- 
quadrada negativa do nuno 25.. 


T 


O valor aritmético de VE 8 é 2, porque 2º = 8; mais tarde a 
Álgebra nos vai revelar a existência, de outros dois números que, 
elevados à terceira potência, reproduzem o número 8. 

4 


O valor aritmético de V81 é 3, porque 34 = 81. Entretanto, 
veremos mais tarde que existem outros três números os quais, 
elevados à quarta potência, reproduzem o número 81. Um dêles 
é o número -3 porque (-3)t = 81. 

De um modo geral a Álgebra nos ensina que um radical tem 
tantos valores fa quantas unidades tem o seu índice. Por 


exemplo, o radical v tem cinco*valores diferentes. Entretanto, 
no cálculo dos radicais, nós consideraremos somente o valor arit- 
mético de cada Ea - E diremos que: 


4 Sm OF 
“425 = 5; ue V31.= 3; “go a, éter. 


De modo que, o que vamos aprender neste capítulo é o 
cálculo aritmético dos radicais. 


40. Eliminação de um radical. Es a raiz qua- 
drada do número 2, com diferentes graus de aproximação; depois 


elevando os resultados ao quadrado, e calculando quanto falta a 


cada um dêles, para atingir o número 2, teremos; 
W=1 0, ig =] 


l i 1,000 00000 | 
V7 = 14 ! 1,4 -= 1,96 i 0,04000000 
V2=141 00 Hig = 1,988] t. 0,011 900 00 
V2=1,414 i 1,414 = 1,999396 i 0,0060400 
V2 = 1,4142 1 1,41422 = 1,999961 64! 0,00003836 


Êste quadro nos mostra que, à medida que vamos prosse- 
guindo na extração da raiz quadrada do húmero 2, vamos obtendo 
resultados cujos quadrados se aproximam, pouco a pouco, do 
número 2, sem que, entretanto, seja possível obter o valor exato 
da raiz quadrada do número 2, isto é, umnúmero cujo quadrado 
seja 2, o que aliás, já estava previsto. 
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Suponhamos que, resolvendo um problema, surge a necessi- 
dade de extrair a raiz quadrada do número 2. E” desagradável 
e mesmo prejudicial, extrair a raiz quadrada de 2, e continuar o 
trabalho com o valor aproximado desta raiz, isto é, com o número 
1,4142135..... Será mais simples e agradável dizer que a raiz 
quadrada do número 2, é o número V2 » e continuar a resolução 
do próblema com o número 2, em lugar de complicar o trabalho 
com o número 1,414 DO es o qual, além de ser muito extenso, 
tem a desvantagem de não representar com exatidão, o número Na. 

Ora, se a raiz quadrada do número 2 é representada pelo 
símbolo 12, segue-se que o quadrado de V2, é o número 2, isto é, 


W2 = 2 
Anàlagamente, (43) = 8, (V57 = 5, ete.. Portanto, 
Para elevar um radical do segundo grau ao quarrade. 
é bastante suprimir o radical. 
Observação. Suprimir o radical quer dizer suprimir o sinal ale 
- E fácil eompreender agora que: 


(=s (m=7 Qu)=s 


j n n 
E, de um modo geral...... (a) = 
Observação. E’ conveníente os estudantes saberem de eor gue ...... 
y 2 = 1,4142135.............. Para decorarem mais faciente êste nú- 


mero, dirão: 14—14—21—35. P. útil observar que y 25 25, a 8, E 81, ete., 
têm a forma de radicais, mas não são radicais, no verdadeiro sentido; são 
3 4 


números racionais, porque 25 25 = 5, 8 = 2, N BI = 3, e os números 5, 
2 e'3 são racionais. 

41, Teorema fundamental do cálculo dos radicais. Para 
elevar um monômio ao quadrado, eleva-se cada um dos seus 
fatores ao quadrado, e multiplicam-se os resultados. (E.M.T.Y. 
836) Por exemplo, 


(Gab = (5P X(x (bt = 25XaºXD3 = 254608. 


ig 
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Para extrair a raiz quadrada de um monômio, extrai-se à raiz 
quadrada de cada um dos seus fatores, e multiplicam-se os re- 
sultados. Por exemplo, 


9a Dic = 9 xa x DE XA = 8xXa2xbéxe' = Ba2bte'. 


Ora, um monômio é um produto; é o produto dos fatores 
numéricos e literais que o constituem. Podemos pois dizer que: 

Para extrair a raiz quadrada de um produto, extrai-se a raiz 
quadrada de cada: um: dos seus fatores e, em seguida, multiplicam-se 
os resultados. 

Se um dos fatores não for quadrado perfeito, a raiz quadrada 
dêste fator será apenas indicada. Por exemplo, 


V9a bic = VE XVa? XV x Ve = 3xXa?xbxVe = 300Ve 
V9X16X10 = V9 xV16 x V10 = 3X4XVIO = 1210 
Depois dêstes exemplos é fácil estabelecer que: 


Para extrair a raiz cúbica de um produto, extrai-se a raiz cúbica 
de cada um dos seus fatores e, em seguida, multiplicam-se os re- 
sultados. 


Se um dos fatores não for um cubo perfeito, a raiz cúbica 


dêste PE será D a indicada. Por exemplo, 
i 3 3 i 8. 3. 
Vai -v5 x Va xvi = 2Xax Vb = Za 
ETR = VE XVI ma 2x3xX VIO GNT 


Para extrair a raiz quarta de um produto, extrai-se a raiz quaria 
de cada um dos seus fatores e, em seguida, multiplicam-se os resul- 
tados. 

Se um dos fatores não for uma quarta potência exata, a raiz 
quarta dêste fator será apenas indicada. Por exemplo, 


4 4 4 4 4 4 
ViGabb = V16 x Va? xd = 2xa2xNb = 2024 - 
4 Da t nd 
VI6X81X5 = V16 XV81 XY5 = 
E assim por diante. 


Podemos agora concluir com o teorema fundamental do 
cálculo dos radicais. 


4 ed 4 Eu 
2x3x V5 = 6v5 


o 


e e 


Números trracionais 91 





Para extrair a raiz enésima de um produto, extrai-se 
a raiz enésima de cada um dos seus fatores e, em seguida, 
multiplicam-se os resultados. 

E em linguagem algébrica escreveremos: 


— — BM, me Ee 
n n n 
E 
42. Simplificação dos radicais. Simplificar um radical 
é transformá-lo em outro equivalente, cujo radicando seja menor. 
E” uma transformação muito útil, porque nos permite evitar, às ` 
vêzes, a extração de uma raiz, operação sempre trabalhosa. Supo- 


nhamos que nos pedem 50, com êrro inferior a 0,001. E” neces- 
sário extrair a raiz quadrada de 50,000 000. Assim procedendo 








Vabed. Era 





“acharemos V50 = 7,071. (E.M.8.V. 849) 


Entretanto, chegaremos a êste resultado, com menos trabalho, 
e de um modo bastante simples e elegante. Com efeito, 


50 = 2x5 
E, de acôrdo com o teorema fundamental do cálculo dos 
radicais (841) teremos: 
V50 = V2x52 = 5V2 
Ora, y2 = 1,4142135..... Portanto, 
1450 = 42X5? = 5/2 = 5X1,4142 = 7,071 
Observação. Veremos adidate (§43) porque foi necessário tomar V2 
com 4 algarismos decimais. 
Vejamos agora, com alguns exemplos, como se procede para 
simplificar um radical. 
I. Simplificar 72. 
Decompondo: o radicando em fatores primos, acharemos 
72 = 2ºx32. Decompomos o fator 23 em dois fatores, um dos 
quais seja um quadrado perfeito, isto é, 23 = 2x2!. E escreve- 


remos : = "0 m 
Rss V72 = VEXBXO 

Em seguida, aplicando ao radicando o teorema fundamental 
do cálculo dos radicais (S41), teremos: 


72 = = VX 32X2 = 2X3 XV\2 = 6/2 


3 
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O fator 6, que fica à esquerda do radical, é chamado 


coeficiente do mesmo radical. E 642 significa 6 X y2 ou. 


V24 2412424242. 


3 
II. Simplificar 4/80. 
Decompondo o radicando em fatores primos, acharemos 
80 = 24X5. Decompomos o fator 24 em dois fatores, um dos 
quais seja um cubo perfeito, isto é, 24 = 28 X 2. E procedendo 
como acima, teremos: 


3 3 3 3 
80 = V2 X2X5 = 2X 410 = 2410 
III. Simplificar 438 880. 


38 880 | 2 = 
19 440: |.2 Decompondo o radicando em fatores pri- 
9720 | 2 mos, acharemos 38880 = 25x3ºX5. Decom- 
4860 | 2 pondo os fatores 2º e 3º em dois fatores, cada 
2430 |2 um dos quais seja um quadrado perfeito, teremos: 
121513 E e E aaa 
40513 27 = DA X2 3 34X3 
E E Portanto, o o 
7 438 880 =421X2X31X3X5= 2X32 X430=36V30 
1 , 


Exercícios. Série XXI (*) 


Simplificar os radicais seguintes: 


EEE 7 yī28 T 13. 432 1 m. 548 |! 25. 49% 
N a Cn 
2. y18. 1 8162 | 14 V162 | 20. 3/16 I 26. ysa 
, l : i Gem ue] TOM vi 
3. 432 ! 9.4200 i 15.64 ! 21. 4y27 1 27. Viõabi 
E da 5.0. d Teo a 
4 50 1 10. yi5 i 16 y9 ; 222440 ! ap 25m 
ORA 3.04 E Ra 401 nora 
SNT low qõã dar 80 23. 3480 ! 29. ayat 
I -3 f PU di ra 
6.198 ı 12250 | 18. y3 1 24 yabi 30, 4yaibio 


(*) Convém ler a Nota da pág. 271. 


ed datana 


E a rp pp i nt 
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31. 2yr l 37. 272 ! 43. 64800 
e o i 3 l 3 
32. ayabic ] 38. yI | 4473481000 
co l = ! i 
33. by | 39. 3810 45. 106722 
- 3 l 3 i 4 
34. 2e/cid 1! 40.a 342662 46. ERE 
i ` 
35. 2a yab? l 41. 567 i 47. 249317 
i i 
i i 


4 
42, 4768 


36. 3bVa2b3e? : 
49. 2 +b jla- b)} 
RUA o (a +b) 


30 RE + 20ºb + ab? 


am? + bm? 


48. 3416562 


2 + br? a? — bay? 
1 (E ES) 
(les 
so | 20?-4ab Fab 
v— 2xy + y? 
43. Transformação de um radical em fração decimal. 
Um engenheiro encarregado de construir um viaduto acha que o 
diâmetro de cada um dos pilares (supostos cilíndricos) deve medir 
V2 metros. Mas êle não pode dizer aos pedreiros que o diâmetro 
de cada pilar deve medir 4/2 metros; os pedreiros não sabem o 
que isto significa. O, engenheiro calcula 4/2 com êrro inferior a 


0,001 e diz aos seus operários que o diâmetro de cada pilar deve 
medir 1,414 metros. 


O que vamos aprender neste parágrafo é a transformação de 
um radical em uma fração decimal com uma aproximação dada. 
Lembremos que os radicais são números irracionais. (837) 


Queremos, por exemplo, calcular 450 com êrro inferior a 0,001. 
150 = (2x5 = 5y2 

E lembrando que y2 = 1,414, teremos: 
50 = 5X1,414 = 7,070 


Mas 4/50 estará realmente calculada com êrro inferior a 0,001? 
A raiz quadrada de 2 é 1,414 mais uma quantidade cujo valor 
limite (isto é, que nunca poderá ser atingido) é 0,001. Portanto, 


450 = 5/2 = 5(1,414+0,001) = 7,070-+0,005 











l 
E 
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Logo, 7,070 não é um valor aproximado de 4/50, com êrro 
inferior a 0,001. A quantidade que está faltando é superior a 0,001; 
é igual, no limite, a 0,005. 

Portanto, V50 pode ser igual a 7,070 ou 7,071 ou 7,072 ou 
7,073 ou 7,074. i 

Tomando 42 com 4 algarismos decimais, teremos: 

«50 = 5/2 = 5(1,4142+0,000 1) = 7,071 0+0,000 5 

Desprezando 0,000 5 que é uma quantidade inferior a 0,001 
teremos: ` 

50 = 7,071 (com êrro inferior a 0,001 por falta) 

Como segundo exemplo, vamos calcular 4/450, com êrro in- 

ferior a 0,001. ` 


550 = 2X32X52 = 15/2 = 15X1,414 = 21,210 
Como no exemplo anterior, êste resultado é suspeito. Com 


efeito, EO 
15 y 2 = 15(1,414+0,001) = 21,210+ 0,015 
Logo, 21,210 não é um valor aproximado de 4450, com êrro 
inferior a 0,001. O que está faltando é superior a 0,001; é igual, 
no limite, a 0,015 e 4/450 pode ser 21,210 ou 21,213 ou 21,217 ou 
21,218 ou 21,220 ou 21,223 ou 21,224. 
Tomando 2 com 4 algarismos decimais, teremos: 
15V2 = 15(1,4142++0,000 1) = 21,213 0+4-0,001 5 
. O êrro é ainda superior -a 0,001. Tomando V2 com 5 alga- 
rismos decimais, teremos: ` Ê 
1542 = 15(1,41421+0,000 01) = 21,213 15+4-0,000 15 
E desprezando 0,00015 que é uma quantidade inferior a 
0,001, teremos: w ; 
4/450 = 21,213 (com êrro inferior a 0,001 por falta) 
Destes dois exemplos deduzimos uma regra muito simples 


e importante para calcular expressões da forma ab, com êrro 
inferior a 0,001. Se o coeficiente a é menor que a unidade, cal- 


culamos yb com três algarismos decimais. 


- 


2 


II e reto et aa Bi rr ensaiar rr riem sereis 
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Se 1 <a < 10, calculamos vb, com quatro algarismos de- 
cimais. Se 10 <a < 100, calculamos vb com cinco algaris- 
mos decimais. Se 100 <a < 1000, calculamos vb com seis 
algarismos decimais. E assim por diante. l 

Observação. E’ fácil compreender qual o caminho a seguir para calcular 
ayb com um determinado número de algarismos decimais. ` 


Exercícios. Série XXII 
Sem extrair raízes, e sabendo que ...... 
2 = 1,414 2135..... i NO = 2,4494897...... 
V3 = 1,732 0508..... ! Ņ 7 = 2,6457513... 
\5 = 2,236 067 9..... ! \VTÒ = 3,162277 Too somo 
calcular os radicais que se seguem, com o êrro indicado entre parênteses. 
L VS (0,001). ! 4 y75 (0,001) !' 7. 25\72 (0,001) 
2. 4| I2 (0,000 1) 5. 4/24 (0,01) 8. 501/40" (0,01) 
3. VI8 (000001) 1. 6. 8463 (0,01) 9. 80180 (0,001) 


44. O radicando fracionário. No cálculo dos radicais 


“é conveniente evitar o radicando fracionário. Já vimos (E.M.S.V. 


$51) como se extrai a raiz quadrada de uma fração quando o 
denominador não é quadrado perfeito. Por exemplo, ; 


eoe 
T NI X3 gs 


i f . Fa . + . e : Eey ee 
È assim a expressão NEY cujo radicando é fracionário, 


fica substituída pela expressão N6, isto é um radical cujo T 


3 ; 
radicando é um número inteiro e cujo. coeficiente é E 
Do mesmo modo procederemos quando o índice do radical é 
diferente de 2. Por exemplo: 


E: 3 3 
: RE 2x5x5 N50 
i P Ness 5 


4 4 4 
mE 1X3 x3 X3 ao iO y 
Il SCEno o ax ENE 
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r 


Regra. Quando o radicando é fracionário, multiplicam-se 
ambos os têrmos da fração por um número tal que o denominador se 
transforme em uma polência exata, e do mesmo grau que o radical ; 
em seguida, extrai-se a raiz indicada de cada um dos lêrmos. da 


Jração. Por exemplo: 


ae a E 
' Nobo Vè b 


; T RE 
sa 5  V5x5 5 


Exercícios. Série XXIII 


Transformar os radicais seguintes em outros equivalentes cujos: radi- 


candos sejam números inteiros: 
317 e 
PAO EE E 
4 3 


ei SE a 
ei al : 5 
E op REA PESO O DO 
NE A AN NE 
! i 
A: e RR RE z SiT 3 J7 
a N e DO a a L 1435, [Jô 
F i E 5 2 32 
FA l 
SE ARR Md 
3 
163,1! 1235 41º 
! 5 l 16 


45. Radicais semelhantes. Consideremos a seguinte ex- 


pressão: = = = PRANE 
3V2 +5V2+7V2+ 842. A) 
E’ um polinômio constituído de quatro têrmos, e cada têrmo 
é um produto constituído de dois fatores; portanto, a expressão 
(A) pode ser escrita do seguinte modo: ` 
3XvV2+5XvV24+7xV2+8x42 
Pondo o fator comum 2 em evidência, teremos: 
V28 +5 +748) = V2x23 = 2347 
Portanto, o polinômio À, constituído por quatro radicais, é 
equivalente ao monômio 2242, Mas esta transformação foi pos- 
sível porque o polinômio A é constituído por quatro radicais se- 


3 RE z o y4 


2 “Noxoxo 2- 
RR so Vazb 


Noz Ex 





4. 


I 
} 
t 
l} 
t. 
t 
t 
t 
l 
1 
l 


3 
5 


| 

i 

l 

l 

l 

t 

l 

l 

t 

l 

l 

l 

3. ] 
l 
1 
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LERS 


melhantes, isto é, radicais que, embora não tenham o mesmo coefi- 


ciente, têm, entretanto, o mesmo radicando e o mesmo índice. 
Dois ou mais radicais são semelhantes quando têm o mesmo 


radicando é o mesmo índice, os coeficientes e os sinais podendo ser 
iguais ou diferentes. ' 


Ås vêzes, dois ou mais radicais têm o mesmo índice, mas 
RA 3 ATE 
não têm o mesmo radicando; logo, não são semelhantes. 


I. Consideremos os radicais seguintes: 

E JE VA, VE, VE 

Simplificando, teremos: l 
2V3, 343, 4/3, y3 


Portanto, os quatro radicais dados são semelhantes. 


i. e Ta 543. 


Transformando os radicandos fracionários; teremos: 


TE = V16X3 3y4x3 





i 
l 
l 
À ' 
8 al 71 443 6v3 v3 
9” > 9” i Ta 3 PA, 5 o 
V48 312 = i 43 = a 
Ea: sao 543 i a 243 ; 5 V3 


E verificamos assim que os três radicais dados são semelhantes. 


Exercícios. Série XXIV 


Verificar se os radicais dos grupos que se Seguem, são semelhantes; no 


caso afirmativo, reduzir cada grupo a um único radical, pela adição dos mesmos. 


L ys, is v33, 45 
3. 3 E ES ae 
2 12, vi V5, VIB 


3. vis, Vis, V72, 200 


PRL ão E 
ci 4 Vig 9 


! 
t 
i KE A 
16 482%, 87, Vize 
3 3 

} 


3 3 
6. V2ab, Viba, 4/5403 








e ponema 
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4 dj Ara, eUS 
9. 162, 512, 532, 31/1250 


a ER 
g yo Va Va 


Os radi- 


7. \V2a-b}, VBl-b3, Vista-b? 


Ae 
2” 23” 8” 8 


rw . . LÁ . 
46. Redução de radicais ao mesmo índice. 


e ut mt mt 


3 

cais y5 e y5 têm o mesmo radicando, mas não têm o mesmo 
índice; logo não são semelhantes. ' Entretanto, é sempre possível 
reduzir dois ou mais radicais ao mesmo índice, isto é, transformá- 
los em radicais equivalentes, tendo todos o mesmo índice. 


Teorema. Multiplicando ou dividindo o índice de um ras 


dical, e o expoente do radicando por um mesmo número, o valor 
do radical não se altera. 
n m 


a = o (BM.T.V.§43) 
Multiplicando ou dividindo os dois têrmos do expoente E 
| por um mesmo número r, êle não muda de valor; logo, $ 





Com efeito, 


N mr mr 
- m nr nr 
AA -a -d 
n 


nr 


C.Q.D. 





De acôrdo com êste teorema, 
3 


E a O un E psi» ditas 
Jal = Vos; Va Es yat; Vals 2 Va? 
Observação. Antes de efetuar uma operação qualquer. com 
frações ordinárias, é indispensável simplificá-las, tornando-as ir- 
redutíveis. Anàlogamente, antes de efetuar uma operação qual- 
quer com radicais, é indispensável simplificá-los, dividindo o 
expoente do radicando e o índice do radical por um mesmo 
número, se for possível. Por exemplo, 


pe O enGé 
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a carne tac rm e a 





E 3, 4 à 
Calcular 7º + 28 + V2, com êrro inferior a 0,001. 
Simplificando os dois primeiros radicais, teremos: 


3 4 1 1 
VTE + VZ + V2 = VE + VŽ + v2 
i 49 + 4 + 1,414 
= 54,414 (com êrro inferior a 0,001) 


O teorema inicial dêste parágrafo nos permite reduzir radicais 
ao mesmo índice. 
Tomemos, como exemplo, os seguintes radicais: 


a a ba 
3 5 2 
Va, Va, Va, va | 
Em primeiro lugar observemos que nenhum dêstes radicais 
pode ser simplificado; por analogia com as frações ordinárias 
podemos chamá-los radicais irredutíveis. f 
Isto pôsto, determinemos o menor múltiplo comum dos índi- 
ces; é 60. Se dividirmos 60 por cada um dos índices, os quocientes 


` destas quatro divisões serão 30, 20, 15 e 12. Se multiplicarmos 
` o índice do primeiro radical, e o expoente do radicando, por 30; 


do segundo, por 20; do terceiro, por 15; e do quarto, por 12, 
nenhum dêstes radicais mudará de valor, e os quatro ficarão 
reduzidos ao mesmo índice. Na prática, podemos proceder de 
acôrdo com os dois modelos que se seguem. 


-I Reduzir ao mesmo índice os radicais 


E Rr Pe CE 


4 


T 
| 
1 

(30) (20) (15) q2) | M. 3,4,5) = 60 
60 60 o o l 
qla20 Nato ya a24 ! 


II. Reduzir ao mesmo índice os radicais 
3 4 6 
Va2b ab l ab? NVa2bs 

(4) (3) (6) (2) 


12 2 2 12 
Vasb+ Nasbs Vacbt? Vatb*- 


T 


M (2, 3, 4, 6) = 12 


1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
l 
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Comparando à redução de frações ao mesmo denominador, 
pelo processo do menor múltiplo comum, (E.M.P.V. § 130) com a 
redução de radicais ao mesmo Índice, observa ce uma analogia 
muito interessante entre estas duas transformações. 

É” também útil observar que, reduzir radicais ao mesmo n- 
“dice, não significa tornar semelhantes èstes mesmos radicais. Consi- 


deremos, por exemplo, os radicais V5 e V5. files têm o mesmo 
radicando, mas não têm o mesmo índice. “Logo, não são seme- 
6 6 


Monta q Peduzindó- -os ao mesmo índice, RE V53 e V5? ou 


V5 e VE. a êles têm o mesmo índice, mas os radicandos 


são diferentes; logo não são semelhantes. 


Exercícios. Série XXV 


Reduzir ao mesmo índice os seguintes grupos de radicais: 

















T L LN E 3 rás 
ER O S a NE GE 
E E O i À 2 : 
E E a a 

5 a De e N E oa T 
3. Vab, Vab, Vab, ab A + 2 3 

l 8. 97, 93, 94 
e Ro A a 3 j 
4 ab, Vote, Vab, Nemo do hos a 
i va | 
12 i 5 6 
5. V, v, Var yy l oo Vz-y 
Se O Ghia 
47. Comparação de radicais. Da- 5, y15 
dos os dois radicais ao lado, pergunta-se 15 15 


a esta pergunta é bastante reduzí- los ao 15 15 
mesmo índice. 5125, 5375 
5 3 


I 
l 
l 
I 
l 
i r 
qual é o maior dos dois. Para responder ! Vo5, yi3 
H 
f 
F 
I 
I 
| 
| 


ai 


Vea mi pm 


ty 


opens SG, amp ia 


a iara sã, 
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Exercícios. Série XXVI 


` Escrever em order de TR decrescente os radicais dos a seguintes: 


i 
L yz > EE vz 4 3 VZ, INT. a 
I 4 3 

2. a 3 Ts Ta q 5. vz, Vz, yz 
E e | 3. 4 = 
a es e Nº Va 2 
3’ 6 - ! Ao ae 

48. Adição de radicais. Para somar radicais, sumplificam- 


Se os mesmos; depois, se os radicais forem semelhantes, somam- 
se os coeficientes e multiplica-se esta soma pelo radical comum. 


T NS Ne Ea + v50 = 
E + V3X2 +. V2DO + VB X2 = 
ND o so + 5/2 = 143 
O, 3 3. 3 l 
IL E F 2V24 E 5v81 + VB = 
3 a e PR 
ER + Exa E tez +o V2x3=. 
E BR Re 
v3 +2x2V3 +sxayV3 + 4V3 = 
8 . os SEA 3 
V3 ++ N3 + NT + 4v3 = 24V3 
E o 4 Co + 22 = 
8V5X2 + 5V3 + 27 + 2xXVFX5 = 
SXV + 53 + 27 pxA3. & 
CBN o Sa co oo + 4V3 
171V2 + 9V5 


Exercícios. Série XXVII 
Efetuar as seguintes adições : 
3/27 + 5412 + 2V3 


j ya E pa 


2V2  3VIĪ8 50 
pane ec 
4 Sya + 3yig5 + 7905 


ty term tre ter tum 


rd pr ni pr ma aE 
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E NIE 


a ret cas aa 


= ER DAR 3 3 
5. \200 +5y50 + 34288 29 = E 
3 att UE a 0 


3 3 8 
6. NTE + 250 + 34192 o (Sê + VEB+ Joa 


I 

1 

1 

I 

I 

1 

E Ns I 
naes g4 525 1 = 7 a EE 
7. yI TE +4 da 23+ ye +37 +l 

| 

| 

I 

I 

I 


31/20 „2V5 NE 


SE 25 T T9 
a S z RETIRE ENE RAN 
13. 3480 +95) + SNIS + b) + 50(a + b) 
3 3 3 3 
14. yia? + 24540% + 3y 12840? + 5/2500ºº 
49. Subtração de radicais. Para calcular- a diferença enire 
dois radicais, simplijicam-se 08 mesmos; depois, se jorem seme- 
“lhantes, subtrai-se o coeficiente do segundo, do coeficienie do pri- 
meiro, e multiplica-se O resto pelo radical comum. 


L sv? -10a = 5a — 10/04 = 5Va 
ça 3. p 3 
I. 24320 — 340 = 2428X5 — 3/2X5 
8 3. 
= 9XPN5 — 3X2V5 


3. 3. Om 
= 85 — 645 = 245 


O E 
HI. Aea = 2X NG 3X. 


mo alô 

28 5 

— 1oy15 9y15 _ v15 
Ra 15 15 


apa ironias i 


maia ra 


iam ÃO 
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Exercicios: Série XXVIII 


Efetuar as subtrações seguintes: 
= T 

1. 3450 -5 X eso 

2 q 

l 

| 

I 


2 5428-463 ` 


3 3 
3. 7192-21-81 5. 101/50- 3432 
3 3 


r 
4 y45 4 Rea EA 
4 ENE s 1/2250 - V-16 


9. NV8laibs- 416a? 


3 T 
ea 


Calcular as expressões seguintes, com êrro inferior a 0,001. 
1. 348 +5VI8-V32 + 50 
12. 5/50-3V8 +2V2 -4432 + 200 
13. 4327 — V87? + 5 18a? — 080? 
4 SE + 7NIZ- 3450-227 + (200 + 4/300 


T T T 1 
15. NENE talat E 


50. A raiz quadrada de 3. E 1,7320508... (com êrro in- 
ferior a 0,000 000 1 por falta). E um número que aparece com muita 
frequência nos problemãs de Geometria e Trigonometria, principal- 


I 
I 
! 
I 
! 
I 


ES ea 
7. 1016-3081. i 
8. Vödab-y25ab i 


mente em se tratando de um triângulo eqüilátero. Portanto, é 


conveniente saber de cor que 3 = 1,7320508... 


Observação. Durante alguns dias consecutivos, o professor perguntará 


-à classe: 4/3? E a classe, em côro, responderá : 17-32-05-08. E estará de- 


corada a raiz de 3, com 7 algarismos decimais. 
51. Multiplicação de radicais. Já aprendemos que 


sabed. = Va x bx exi... (841) 
Portanto, é evidente que 

Va xd xe xd... = Vabed... 
Regra. Para muitiplicar dois ou mais radicais com o mes- 


mo índice, é bastante multiplicar os radicandos, e colocar o produto 
sob um radical com o mesmo índice dos radicais falores. 


3 3 3 3 3 
Por exemplo, 42 X y3 x q5 xX yi0 = 4/300 


= ESPE iai 
Ea i 
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Para multiplicar radicais com índices diferentes, é necessário 
reduzí-los, preliminarmente, ao mesmo índice.. Por exemplo, 


3 6 6 6. 6 
V5 X V2 = V5? X VZ = V125Xx4 = 4500 (840). 
-Na prática não se deve -efetuar a multiplicação dos radi- 
candos; convém apenas indicá-la para simplificar a decomposição 
do radicando em fatores primos, e: a consegiiente simplificação 
do radical. Exemplo: 
V8xX 6X 5X V15XV2=VB X2X3 XD X3X5XD 
=V2:X32x 5x2 
=6012 . 
= 60 X 1,41421 
= 84,852. (com êrro inferior a 0,001) 
Retomando a expressão (A) do parágrafo 38, teremos: 
V6 xV10xV15x 28x 03 = V2X3X2XIXIX5 XXI XIIXT 


” $ E 2X31 X5X7? 
» O = 2X3:X5X7 
i» = 1 260. ` 


Este exemplo mostra, com eloqüência, toda a beleza do cál- 
culo dos radicais. ' l 
Exercícios. Série XXIX 


Efetuar as operações abaixo indicadas : 
fd) ERRO SR do Sosa ara 
1-V3xvV6xvi8 | 2 VoxvV3xy8i !-3. Vaibx abs 
4 y8% X 2r? x V37y 8. 3y 5 x 2y3 x vio 
2 5 3 


5. 3V2 x 4/3 x548 


E = TOSO 
6. 345 x VI5 X 4T0 


I 

l 

I : : 

I o 15 2 

T 3yIO 7Vi5 5V3 
2 

i 

: 

I 


Ea ne 3 
7 546x 2TA x 7 19: F a E va 

| 11 y3 x y5 x Ex y5 XxX VB x y7 x 35 

12. VIO x 220 x 3430 x 44/40 x 550 x 61/60 

5y8 2N27 8v5 7y -` 


B 3 E 7 
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14. V20 + V3XV15 + 75 + 215 x 3V 34 VIZ 

15. 3/2 X 545 -2y24 + 7427 x 5150-212 x 300 

16. (045): 21. (Vz-Wy) i 26. (5a+yb} 
17. (a- 5) 22. (3\1+2V7)? 27. (aa) 
18. (3a+2)D) 23. (3132-217) 28. (Vz=9y)? 

19. (30-25)? 24. (2041/35) 29. (3/2429) 
20. (V2+1/y) 25. (120/35) . 30. (52-+3V7)* 
31. (Vatvo)(yVa- v0), 1 35. (YZ+y43)6VZHVI). 
32. (2yz-+3yy ez 317) |» 36. (8W5+2/3)41/2- 743) 
33. (3Va+rayb)(Bra- 4d) ! 37. (5yI0-3V5)4yZ- 344) 
34. (5Ve+4vyy)(5yz-4Vy) i 38 (845- VZ)@V5- 5V2) 
39. (V2+/3) - (8342/22 (5/2- 543)? = 

40. (2454+345) - (a V5- 5V5) (V54 VD V3) = 


1 
j 
j 
j 
j 
j 
I 
[j 
j 
[j 
1 


a e e e a e ue e ut 


n n n 
52. Divisão de radicais. Já vimos que Va x» = Vab. (§51) 


n x n 
Portanto yab + Va = >. Podemos então concluir que: 
Regra. Para dividir dois radicais com o mesmo índice, 


divide-se o primeiro radicando, pelo segundo, e coloca-se o quocien- . 


te sob um radical com o mesmo tndice dos radicais dados. 
3 Ra 


3 3 
Por exemplo, 81 = 43 = V27 = 3. 


Para dividir radicais com índices diferentes, énecessário 


reduzí-los, preliminarmente, ao mesmo índice. Por exemplo: 
; '8 ' . j 


i s do 1 asa Te Bo o. 
425 + 1/5 = 25 + 5 = 535 + V125 = 5 
Quando os dois radicais dados têm coeficientes, é preciso, em 
primeiro lugar, dividir os- coeficientes. | 


eve + dal; -42 


a b fz 
e efeito, e X byy = E = ayz. 


Por exemplo, 35450 = W5 = 5V10. 
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ma ma re e e cre 





- Se o primeiro radicando não é divisível pelo segundo, indica- 
se a divisão e simplifica-se o quociente. (844) 


- Exemplo. 3 += sé - == 
plo. V3 v 5 25º 5 
no | Exercicios; Série XXX 
E = E 
1. 5VI62+3/2 | 4 720 + 310 Is INERENE 
1 I 
1 ORI 
2 W7 +y 15. 3y1323 +5V1250! 8. 
i - 1 
i Ta E 
Ta 3 1 1 
i i a ao pima 
3. 4368 + V2 | EN ERINE 
-102 NE: . 30 |U 
-< b y 5b N3y 
-o 1l. 19241090 +242- a SPNE z y Š 


12. 1/50 +345 X 5432 + es de 1/578 


9. 10 * 


13. nã x 98 + 34900 + 3v 8 x 5V45 x 5y35 ; 


V 


52. Potentiação de radicais. Para elevar um radical a 
uma potência qualquer, é bastante elevar o radicando a esta potência. 


q 4 N5. 4 
Vamos mostrar que (Nx) = als 
Por definição, k ; 


MEL 4 4 4 Z 4 4 
(IE) = qu xa XNE XNE XN 
Ora, para multiplicar radieais com o mesmo índice é bastante 
multiplicar os radicandos. (851) 


4 5 4 
Portanto, (a) = Wat 


n NE n TRA 
“E, de um modo geral, (Jæ) a w 
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Exercícios. Série XXXI 
L QD! + (QD)! + 62) | 
3 5 3 
2 SWE + WE) + 8a)? 
ENS E i 3 
3. (J+) + (Ná) = i 4 (2) x ZA 
2 8 AA (4/27) 542 
54. Radiciação de radicais. Para extrair uma raiz qual- 


“quer de um radical, isto é, para substituir um duplo radical, por 
um radical simples, é bastante multiplicar os índices. 


1l 


mma 


3 3 
` 4 12. [7 : é O Re 
Vamos mostrar que J J a= J q- Façamos i N ga %. (1) 


Elevando ambos os membros de (1), à terceira potência, 





teremos: 41— 

| Ja-r © (840) 

S Elevando ambos os membros de (2), à quarta potência, 
ee a=2" 0) . (540) 


Extraindo a raiz décima segunda de ambos os membros de (3), 


ax 


ds o qe 3 f 
= DENE 
Porém, x = E Portanto, e Ja 
e a mm 
i E, de um modo geral, J qa- Va 


Exercícios. Série XXXII í 
! 3 Ł i a Jer 
ron = Et Rea RO 
. yab = ! 3- (Vs) Ae ! E ( 5 5 
1 < i 1 a 
A l Mo EE | 5 
2 VD = i $. aA E JRE) 


teremos: 12 





{= 
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55. Frações irracionais. Às vêzes, o denominador de uma 
fração é irracional. E” 9 que acontece, por exemplo, com a fração 
3 


Va" Se quisermos calcular esta fração com êrro inferior a 0,001 
a operação será algo aborrecida. Com efeito, fazendo y2 = 1,414 
ES e A DAA 
- 3,000000 + 1,414 = 2,121 
3 
Ora, esta divisão pode ser evitada; a expressão VZ pode 


ser calculada muito mais rápidamente, e de um modo muito 
simples e elegante. Já sabemos que, multiplicando ambos os 
têrmos de uma fração, por um mesmo número, o seu valor não 
se altera. Portanto, 


3. E 
V2 voy? 2 


Com esta transformação tão simples, o denominador da 
A 3 Ee i EAG : 
fração yy que é irracional, torna-se racional; como se diz em 


Matemática, o denominador fica racionalizado ; dá-se a esta trans- 

formação o nome de racionalização do denominador. E teremos: 
3 32 3/2 3x 1414 4292 

VE Dao ae aee Rag 

De um modo análogo, j 


2 WB _ . 2V3 _2X 1732 3,464 _ we 


qa a a cs 
Regra. Para racionalizar o denominador de uma fração, 
multiplicam-se ambos os têrmos desta fração por um fator que torne 
racional o seu- denominador. a . 
Êste fator é chamado fator racionalizante. 











Exercícios em classe 


1. Tornar racional o denominador da fração NT O fatór 
racionalizante é V2. Portanto, l i 


' 
É 
PAO or ac em 


q rt ee nr tam 


A a 


P naana EENEN 
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Ea 2 5y2 _ 5y2 


3V2 ay? 3x2 6 


II. Tornar racional o denominador da fração ENE. O fator 





racionalizante é y3 - Portanto, Es 
3/2 3243 WE 6 
5V3 5v3y3 5x3 5 
HI. Tornar racional o denominador da fração ELN 
fator racionalizante é y3 — y2. Portanto, VB +12 


Ts o E Di QE o 
VENDO QE DQs=- VD doa = 78-12) 





O 








- IV. Tornar racional o denominador da fração E O 
fator racionalizante é 3 + 2. Portanto, E 
S= = SB + y2) . s(8+)2) _5(6+y2) 
3-2 GVGA 02 7 a 
E a 4 ENG O. 
V. Tornar racional o denominador da fração PERENE 


O fator racionalizante é 3/5-— 2/3. Portanto, 
4445 (4+v5)(8V5-2V3) _ 12V5+15-8V3- ND 
ars  (8V5+2V3)(845-243) 9Xx5-4Xx3 pé 
15+1245— 843 — 24/15 _ 1541245- 843- 2/15 
3 45—12 e 33 


Exercícios. Série XXXIII 


Calcular com êrro inferior a 0,001 as expressões que se seguem, racionali- 
zando prêviamente o denominador. i 














! ! i i Z i 73 
E Ra na, EE Rn Aae 
ETA y5 ! 3/2 | 4y5 i BVS | 2V5 

i i ! a ! AJE 1 le 

A FEN o 6 O o E 12 2 
V3 | Wo CSV L TN 32 1 54/3 


Observação. Nestes 12 exercicios ocorrem com frequência os radicais : 


V2, y3, V5e 46, cujos valores aritméticos estão nos Exercícios, série XXI. 


comiam biian 
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i t 
esse e v5. i 23. RE 
242 l 3+3 243 +35 
ns É Vo NB VM E S 
SEND 3 7-42 l 45-32 
[i 1 =— 
E o NS p os RAEM 
5+43 V5 +42 V6-42 
los ! a A PR o 
4-5 ! 46-42 2V5 -V3 
Rs E RS 1/3 i 27. 3/3 +5V5 
TFV a 2+3 i 75 -2V3 


56. Os números imaginários. Já vimos que não existe 
. um número inteiro ou fracionário, positivo ou negativo, tAcio- 
nal ou irracional, cujo quadrado seja — 25 (menos 25) (8828 e 37). 

A expressão /—-25 é chamada, em Matemática, número 
imaginário. ques : o 

Às expressões ND, V=3, A y =0, V—10, ete.; enfim, 
as raízes quadradas de números negativos, são números imagi- 
nários. a 

Entretanto, V>8 não é um número imaginário, porque 
V=8 = —2. Com efeito, 2) = —8. 


Mas a raiz quarta de um número negativo é um número 


ppn 
2 


imaginário; V— 16 é um número imaginário, porque não há um 
número positivo ou negativo, cuja quarta potência seja negativa. 
; É É 


5 Entretanto, V-32 não é um número imaginário, porque 
V=32 = —2. Com efeito (2) = —32. 
- Em resumo, o número imaginário é uma ratz com índice par 
de um número negativo. l 
Para se distinguirem dos números imaginários, os números 
inteiros ou fracionários, racionais ou irracionais, positivos ou nega- 
tivos, tomam o nome de números reais. 


o im meo ee em 


me e ea a rm a ee 
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Consideremos o número imaginário 4-25. Transformando 
o radicando em um produto de dois fatores, à saber, 25 e — i, 
teremos: ? 


235 = VCD .. V225 = 125x WI = 5x2 = WII (842) 
Ora, sendo \ ZT um número imaginário, -é evidente que 
5V—1 é também um número imaginário. A transformação que 


fizemos com o número | — 25, teve por fim isolar o número N — 1. 
Dá-se ao número V-— 1, o nome de unidade imaginária. 
= Em Matemática, à unidade imaginária é representada pela 
letra i: de modo que, salvo aviso em contrário, 2 significa V — 1. 
Um número imaginário qualquer pode sempre ser transfor- 
mado de modo tal que se ponha em evidência a unidade ima- 
ginária. Por exemplo, i 





3x4XxXV-I 


3V Z216 = 3161) = = 12i 

5V=36 = 5430C]) = 5X6XW-1 = 30 

NTE = 5CD = 2xy5xWi = 2V5 

ANT = 4AVIXBEXCD = 4X5xXV2X 1, = 202 


Exercícios em classe 


Simplificar as seguintes expressões : 


L2-0 i 4 6/-128 pot 8-5 | qo. 3/-12 
a 3y T6 ! o s4a-2 1 8 2/6. | 1L 4y-27 
3. 5y Z100 ! 6 7y=73 i 9 sj-8 | 12 2ọ732 


57. O quadrado da unidade imaginária. Se pedirmos 
a um estudante que calcule o quadrado da unidade imaginária, 
êle talvez faça o seguinte cálculo: 


p=J=21xN-1=VEDCD=+1 (851) 


Pois bem; êste estudante terá cometido um êrro grave, por- 
que a regra que êle seguiu só é verdadeira no cálculo aritmético 
dos radicais e não se aplica, em geral, aos números imaginários. 

O quadrado da unidade imaginária é, por definição, — 1. 


(V= = -1 
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E diremos: ) 
A unidade imaginária-é o número cujo 
quadrado é 1. 


58. As potências da unidade imaginária. Para facilitar 
o cálculo com números imaginários, é necessário que o estu- 
dante conheça bem as diferentes potências da unidade imaginária. 
O a A N fee FERE EN +V=1 = +i 
E pn idea ES NTN Aci 
Cen CEDO ER qe e a pao 
(=D = (VD) = (-1X-1) tao = 41 
NE SGD CD ss. ess 
Gp =NE QD COM Ds E 


QE = (ED E) = GOND aa -VI = si. 


O E NE GD E CDED Ls Do ae ERA] 


CEDER Cp Ep E; 
E assim por diante. Resumindo êste quadro, teremos: 
il = +i i i = +i l i = ti 
pus ipê —] ale 
E Es Pias Rg NS NS o 
= +1 i i= +1 | i2= +1 ete. 


Os números 3 + 5i, 2— 7i, 5 + 31, etc., são chamados números 
complexos. A forma normal de um número complexo é a + bi, 


sendo a o número de unidades reais, e b o número de unidades. 


imaginárias. Quando b'= 0, o número complexo se reduz a um 
número real, a. Quando a = 0, o número complexo se reduz ao 
que se chama um imaginário puro, isto é, bi. 

Dois complexos da forma a + bi e a—bi são chamados con- 
Jugados. Por exemplo, 5 + 3i e 5-3i são complexos conjugados 
ou imaginários conjugados. j 

A soma de dois imaginários conjugados é um número real. Com 
efeito, (a + bi) + (a-bi) = 2a. 

O produto de dois imaginários conjugados é um número real. 
Com efeito, (a+bi)X(a-bi) = a2-b%2 = a?—b?(-1) = q2+b2 

Observação. Os números imaginários aparecerão mais tarde na resolu- 
são dos problemas do segundo grau. 





CaríTuLO V 


=e o 


Equações do Segundo Grau 


- 59. Preliminares. Consideremos um polinômio racional, 
inteiro e do 2.º grau em relação à letra x (E.M.T.V.$28), por 
exemplo, 3x2 — 7x + 2. Igualando-o a zero, teremos a equação. 


37-72 +2 = 0 (A) 


À equação A é uma equação do 2.º grau com uma incógnita, x. R 


Uma equação com uma incógnita é do segundo grau 
quando, sendo nulo um dos seus membros, o outro é do 
segundo grau em relação à incógnita. 

" Examinemos, agora, as equações seguintes: 


è 5x2 +30z =. 0 (B) 1 Também são equações do segundo 
Td =0 (0) | grau. Mas, o primeiro membro de cada - a 
3º = 0 (D) ! uma das equações B, Ce D não é um SER 


t polinômio completo, em relação a z; nọ | 


primeiro membro de (B) falta a rotencia zero de x; no pri- 
meiro membro de (C) falta a primeira potência de z; no pri- 
meiro membro de (D) faltam a primeira potência e a potência zero 
de x. Para distinguir a equação A, das equações B, Ce D, diremos 
que a equação À é uma equação completa e as outras tres são 
equações. incompletas. Portanto, j 

A equação do- segundo grau com uma incógnita é completa, 
quando contém: | 

1.º) Um têrmo em que x tem o expoente 2, têrmo êste cujo coefi- 
ciente pode ser um número qualquer que, em geral, é representado 
pela letra a. i l 

2.º) Um têrmo em que x tem o expoente 1, têrmo êste cujo co- 
eficiente pode ser um número qualquer, representado geralmente pe- 
la letra b. 

3.º) Um têrmo em que x tem o expoente zero (portanto, não 
contém x) têrmo êste que é geralmente representado pela letra e, e 
que é chamado têrmo eonhecido ou têrmo independente da 
incógnita. 


ssa E Na Ee à 
e A iai mentem eee S 


-e eh. 
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Donde resulta que a forma normal de uma equação completa 
do segundo grau com uma incógnita é: 


ax'+ br + c= 0 


E a forma normal das equações incompletas do segundo grau 
com uma incógnita, isto é, das equações B, Ce D, éa seguinte: 


ax + bx = 0 ax + c=0 ax = 0 


Observação. Uma equação completa do segundo grau com uma incógnita 
não pode ter mais de três têrmos; um têrmo que contém 2º, outro que contém 
z! e outro que contém 2º. E? evidente que o têrmo que contém z? não pode 
faltar na equação; se êste têrmo não existir, a equação será do primeiro grau. 

O coeficiente a devendo ser diferente de zero (se a fosse nulo a equação 
não seria do segundo grau) teremos: (E.M.T.V. § 79). 

Í z =0 ) 


ar? = 0 3 Ca 
arxr=0 ai r=0 le = 0 


Portanto, a equação ar? = O tem duas raízes nulas, e não mais trata- 
remos das equações desta forma, no decorrer das páginas que se seguem. 

Podemos supor que o coeficiente q da equação do segundo 
grau com uma incógnita é sempre positivo porque, se não O for, 


ambos os membros da equação serão multiplicados por — 1. Por 
exemplo, ) 


-82 +50-7=0.". 322 — 5r + 7 =0. 
-72+ 8r = 0 772 — 8x = 0 
-42 +20 =0.". 42-20 = 0 


Os coeficientes a, b e c são os parâmetros da equação. 

60. A radiciação nas equações do segundo grau. Con- 
sideremos a seguinte equação:..... z2 = 36. 

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros desta equa- 
ção, e lembrando que um número qualquer tem, em lgebra, duas 
raízes quadradas, iguais, porém com sinais contrários, teremos: 

= es 6 i 

Devido ao duplo siñal que precede cada um dos membros 

desta equação, ela se desdobra em quatro equações, à saber: 


+r=+6 (1) i Nós sabemos que, multiplicando ambos os 
+g=—6 (2) | membros de uma equação por um mesmo 
— 2 =+6 (3) | número, diferente de zero, e que não contém 
-z=-6 (4) 1 a incógnita, a nova equação é equivalente 


e a W an m R i A O 


sema ver A 
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à primeira, isto é, as duas equações têm as mesmas raízes. Ora 
multiplicando ambos os membros da equação (4) por —1, tere- 
mos à equação (1); multiplicando ambos os membros da equa- 
ção (3) por — 1, teremos a equação (2); portanto, a equação 


+ou = +6....... se desdobra, na realidade, em duas equações, 
a saber: 

+72 =+6 | É 

E Ts oe ou s= ô 


Eis por que, ao extrair a raiz quadrada de ambos os membros 
de uma equação, é bastante colocar o duplo sinal (+) sômente 
à esquerda da raiz quadrada do segundo membro da equação 
resultante. Por exemplo, dada a equação. ..... (r—-52 = 36... 
se extrairmos a raiz quadrada de ambos os membros desta equação 
deveremos escrever: 


a-5=+6 z=5+6 `. oa 
E Considerando a equação e £? = (a — bP... e extra- ` 
indo a raiz quadrada de ambos os membros, resulta: 
e= 4 (a-b) o: TE 
+ e ce bea 


61. Resolução da equação ax + by = 0. aore 
ver a equação x? — 5g = 0. . 


Fatorando (E.M.T.V.879) ....... ane x(x-5) = 0 l 
Igualando a zero cada um dos fatores... . 

q =0 2=0 t+ = 

1-5 = 0 g=5 RO 

Resolvamos agora a equação ax? + bx = 0. 
Ro randode o eo sr Ro mande ade dE `.. zlar + b) =0 
Igualando a zero cada um dos fatores. . ER des 
x=0.".2' =0 E podemos concluir que: 


A equação do segundo grau, incom-. 
pleta, e da forma ax? + bx = 0, tem 


b 
az+b=0.7. x" =—— 
a ı duas raizes, a saber: 


a rm te to e e e $ 


a) uma raiz nula, igual a zero. 


JA 


b) A PR aa jsi igual f 
g g? isto é, igual ao quociente que se 


obtém dividindo o coeficiente de x pelo de x2, e mudando o sinal 
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do resultado. Esta segunda raiz é, portanto, um número real, 


diferente de zero, inteiro ou fracionário, positivo ou negativo e que 
“pode ser também irracional, se um dos coeficientes a ou b (ou 
ambos) é um número irracional. Por exemplo: 


g =0. “fo! =0 
L 3s+10r=0\ , 10 1 3 3a2-+sV7=0 „o NE 
8 3 
0 2º =0 
2_ o g =0 ] AZ on 
2, 4r 20z=0 ù Es ! 4 x 3 S2=0 Et N 
3 
Exercícios. Série XXXIV 


Resolver as equações que se Seguem, se,as raízes forem números irra- 
cionais, serão calculadas com êtro inferior a 0,001. 
1. 722-240iz = 0 5. 0 = 1327-9102? 
2. liz? + 847z = 0 6. mz? + mnr = 0 
3: 1272 = 4r 7. abr — acz? = 0 
- 4. 25x = 807º 8. 15mz? — 60mz=0 
13. 42? -32/3 =0. 


| 9. 30%bz = i2ab?r? 

i 10. 7m?n?r?— 28mnz = 0 
| IL 52 4-ey3=0 

l 12.25 — 10r = 0 

14.. 623 -2yi2 = 0 


62. Resolução da equação ax? C= 0. Resolvamos a i 


equação 4z? —- 36 = 0. Suprimindo o fator 4, comum a ambos os 

membros da equação, teremos: ; | 
š 5 atos f 

g?—9=0 .". 12=9 faia 2=+19 Rs Ps 

Vamos agora resolver 'a equação ax2+e=0. Teremos su- 

cessivamente 


DAA T a ACE 
ag +e: O: a? Tor + i 
E podemos concluir que: 


A equação do segundo grau incompleta e da forma ax?+c=0, 
tem duas raízes simétricas, isto é iguais, porém, com sinais 
contrários. Para determiná-las, muda-se o sinal de c, isto é, do 
têrmo independente de z; divide-se êste coeficiente, assim modi- 
ficado, por a, isto é, pelo coeficiente de z2, em seguida, extrai-se 
a raiz quadrada do quociente. 


Ii 





ar?= —e . 





i (a—3)2 =q-2Xax3-+9 


2 : 
(aż) = +Xxax>+ — 
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Quando c é positivo, as duas raízes são imaginárias ; quando 


„€ é negativo, as duas ratzes são reais, podendo ser inteiras ou fracio- 


nárias, racionais ou irracionais. 


Série XXXV 


Resolver as equações que se seguem; as raízes irracionais serão caleu- 
ladas com êrro inferior a 0,001. 


Exercícios. 











1. 822-56 = 34 - 2z? i 9. 772 0,2268 = 0 
2. 27º - 205 = 400 — 32º 10. 872- 0,1152 = 0 
3. 5r? +5 =4r 47 ! 1. (z-2)(z-—3)=3r?— 5r — 156 
4. 3r? — 2 = 4r — 5 i 12. (z+5)(z—-3) = 4z? +2z—90 
1 5 | 4 4 1 
Di = 2 E É 3 o aa — = 
5. 5r 3 prin ! BoE eq a 0 
6. 3(2r — 3)? = 47(22—- 9) + 13 À l4. (3x + 4)? = (z-i) + 25) 
2A PR o ör +3 = 
TS ao SE ! ia 4-4 
3 us 7 1 emo AEE 
i 42 6r? 3 | PI 


63. O trinômio quadrado perfeito. Já o conhecemos. 
(E.M.T.V.§ 56, IID Elevando um binômio ao quadrado, podemos 


“escrever: 


Escrevendo assim, dei- 
vamos em evidência, conserva- 
mos à vista, no duplo pro- 
duto, os dois têrmos que 
constituem o binômio que se 


(a+b)? = 2+2Xaxb+b 


(+52 = 2 +2Xax5 +25 


IN 1 
(=) = P-2Xax + 
j mos que o duplo produto 
contém invariavelmente o 


3 fator 2. (Æ elaro! Pois é um 
duplo produto!) 


Isto pôsto, queremos verificar se o trinômio r?+6r+6 é 
um quadrado perfeito. Escrevemos o têrmo 6x, convenientemente 
fatorado, para que vejamos o fator constante 2, e o fator x, 
raiz quadrada de «2. E teremos: i 


z?-H6r+6 = 2+2Xxx3-+6 


Ora, 12 é um quadrado perfeito, cuja raiz é x. O têrmo 6x 
não é um quadrado perfeito, mas contém o fator z; pode ser, 


2 


A O a e qu, e q ue e e e ue ue e e me 


elevou ao quadrado. E note- .. 


' 
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portanto, um duplo produto que podemos fatorar e escrever: 
I KTX D i À 
E concluímos imediatamente que o trinômio dado não é 


quadrado perfeito. “O duplo produto 2XxX3 nos está mostran-, 
do que o terceiro têrmo do trinômio deveria ser 9, em lugar de 


6, para que o trinômio dado fosse um quadrado perfeito. 
Exercícios em classe 


Verificar se os trinômios que se seguem são quadrados per- 
feitos. 
1. a+ 8a+16 
a+ 8a+16 = 2+2xax4-+16 = (a+4? 
2. 42410 +30 = z?+2XxXxX5+30 p 
Éste trinômio não é quadrado perfeito, porque 30 não é 
o quadrado de 5. . 
3. a? —12a+36 e: 
a2 —12a+36 = a? — 2Xax6+36 = (a — 62 
4 122+ 42+8 | FR 
2+ 448 = 124+2xxX2+48. : 


fiste trinômio não é quadrado perfeito, porque 8 não é o - 


quadrado de 2. 
49 
e 2 
5. a2- Ta + 7i 


Desta vez, dirão os leitores, onde está o fator 2, no duplo 
produto, isto é, em 7a? Lembrem-se, porém, que um monômio 
não se altera, se for multiplicado e depois dividido por 2. É 
teremos: É 

b 49 TEASA 7X 
2— E Es PAR net RE 
da do 2XaX hã (o z) 


1 
6. pind Bor 2XAXTH a 
fiste trinômio não é quadrado perfeito, porque 5 não é o 
quadrado de > 


7. Qual o têrmo que devemos juntar ao binômio z? + lliz, 
para que o trinômio resultante seja um quadrado perfeito ? 


PA 42X XS 
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á 1 ; , 121 
Logo, o têrmo pedido é o quadrado de 5 isto é, n E teremos: 
2 


121 11 

2 pin 2a 

z2? + Ils + A (2+ 3 

8. Mesma pergunta em relação ao binômio z? — 9a. 
2-0 = 2—2 XxX 5 


O têrmo pedido é si, E teremos: 


81 9Y 
Des, E E E 
E os +8L- (o 2) 


64. Resolução direta da equação ax +br+c=0. Se o 
primeiro membro desta equação fosse um quadrado perfeito, se- 
ria muito simples resolvê-la; bastaria extrair a raiz quadrada de 
ambos os membros e a equação se desdobraria em duas do pri- 
meiro grau. Por exemplo: 


42 +12 4+9=0.. |2+3=0 ee: 


(2s +32 =0.". 272 +3=0 gg! = —— 

Observamos, porém, na prática, que O trinômio az? + bz + c, 
quasi nunca é quadrado perfeito. Entretanto, mesmo neste caso, 
já temos recursos para resolver a equação. (863) 


L Resolver a equação 22—- 8r + 15 = 0. 


(1) 22-87 +15 =0 - Desdobramos o têrmo 
(2) 42-2XxxX4+15 = 0 l do meio da equação (1), 
(3) z2- 8r = —15 | isto é, 8z. Verificamos as- 
(4) x2 — 8z + 16 = 16-15 ! sim que o trinômio z2 — 8% 
(5) i(e-42 = 1 | 4 15 não é um quadrado 
(6) g-4 = tl | perfeito. Desembaraçamo- 
(7) ' g= 41 ! nos do 15, passandoo para 
R. ( a = 5 ) EO segundo membro. A equa- 

g” = 3 | ção (2) nos mostra que o seu 


primeiro membro seria um quadrado perfeito, se tivéssemos: 
16 em lugar de 15. Então somamos 16 a ambos os membros 
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da equação (3). Resulta assim a equação (4) e, em seguida, a 
equação (5). Extraímos a raiz quadrada de ambos os membros 
desta última equação, sem esquecer o duplo sinal no segundo 
membro. ($60) Finalmente, passando 4 para o segundo membro, 
e efetuando as duas operações indicadas na equação (7), acharemos 
as duas raízes da equação, isto é, 5 e 3. 

II. Resolver a equação 2- 62—-7 = 0. 
(1) 2-2XaX3-7=01 (3) 2122-6249 = 9+7 
(2) 2-—6r=71 (4) (v—-32=16 


po 7 
a 
Observação. Antes do exercício HI, convém que os estudantes resolvam 
algumas (série XXXVI) equações nas quais o coeficiente b seja número par. 
III. Resolver 4 equação 22—- 7x + 12 = 0. 
Poderíamos proceder assim: i 


(5) z-3 =+4+4 
(6) v=3+4 


l 7 $ Mas, com um artifício simples 
z2 — 2X2X + 12 = 0 
frações. Retomemos a equação 


t 
t 
t 
l 
t 
t 
l 
t 
I 
l 
t 


z? — 7z = — 12 2? — qo + 12 = 0: Se multipli- 
49 49 cássemos ambos os membros desta 
z2— Tg + mi y! etc.. 1 equação, por 2, teríamos 232 — 


— l4zx + 24 = 0. O coeficientê 
de x ficaria sendo um número par, mas o têrmo que contém 
, x? deixaria de ser um quadrado perfeito. i 

- Para evitar êste inconveniente, multiplicamos ambos os 
membros da equação 22 — 7x + 12 = 0, por 4. E teremos: 


(1). 42- 28r + 48 = 0 i O têrmo 28r da equa- . 
(2) 4r?—2X2xX7+448 = 0 1 ção (1) é constituído sempre 
(3) 422 — 28x = — 48 | por três fatores: o fator cons- 
(4) 4272 — 2814-49 = 49-48 | tante 2, a raiz do primeiro 
(5) (22-72 = 1 | quadrado, 2x, e a raiz do 
(6) 2r-7= +1 ! segundo quadrado, 7. 


Da equação (6) deduzimos : 


e 


“SE 


e RS O PD 
CARNE bia e 3 


Ni 


t , 
e elegante, nós. vamos evitar as 


e amina mim srta 


Dai go mi 


N 
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` IV. Resolver a equação z2- 5r- 24 = 0. 


z?— 5z-24=0 1 (2rx-5)} = 121 I 
4z? — 202-96 = 0 | 2-5=+11 T ES 
421- 2X2xX5-96 = 0 ! 2s =541 | R { 
4r? — 20x = 96 ! SERIA l t = — 3 
42º 2024+25=25+96 ı CREA = 5 A 


Observação. O fim principal do que dissemos neste parágrafo, é pre- 
parar os estudantes para bem compreender a dedução da fórmula resolutiva 
das equações completas do segundo grau com uma incógnita. 

65. Resolução indireta da equação ax” + bx + €c=0. 
O que dissemos no parágrafo anterior mostra a dificuldade de se 
resolver uma equação completa do segundo grau com' uma in- 
cógnita. Entretanto; assim como existe uma fórmula que. per- 
mite simplificar extraordinâriamente o cálculo dos juros, tam- 
bém existe uma fórmula, que permite resolver com mais rapidez 
as equações completas do segundo grau com uma incógnita. Va- 


Aeda. 
pé dia ax +br+c=0 (A) 


Ê Multipliquemos ambos os membros desta equação por 4a, 
para que o primeiro têrmo fique sendo quadrado perfeito, e para, 
que apareça no duplo produto bx o fator constante 2. E teremos: 

40272 + 4abz + 4ac = 0 

402? +'2 X 2ax X b = — 4ac 
4a?x? + 4abz + b? = b2 — 4ac 
* (ax + bP = b2 —4ac 
. 20x + b= + Vta 
2az = -b + Vida | 
E’ esta a fórmula resoluiwa das equações completas do segundo 
grau com uma incógnita. Com efeito, na equação A, os coeficientes 
a, b e e representam números quaisquer ; logo, se tivermos de 
resolver a equação 312? + 10x +-3 = 0, não será necessário pro-, 
ceder como ficou indicado no $64. a 
Comparemos as duas equações: 


aq + bete = 0 E e > 
to EE Pê, b= 10, c=8. 


=DE Je 4ac 
W = 
— 2a- 
(Fórmula A) 





su o pa De e O fu a a e pas Ma 
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E, tomando a fórmula A, 





-10 + V100-36 . -10+8 
= . z = — 4, 
6 6 
a e pp ; 1 
Ee o a 3 GE 
E Ds = Ss on O 
CARS aa A 


O método que adotámos para deduzir a fórmula resolutiva da 
equação completa do segundo grau com uma, incógnita, é devido 
a Bhaskara, matemático indú do século XII. (1114-1185) Para 
melhor memorizá-lo, podemos proceder como segue: 


A equação dada é............. ar tbate=0 
'Multiplicando por 4a .......... 402x2-+4aba +4ac = 0 
Passando 4ac para o segundo mem- 

bros A I A E . 4a? -+4abr = —4ac 


Somando b? a ambos os membros 4a?x?+4abzr +b? = b? — 4ac 
Extraindo a raiz quadrada de am- 


bos os membros ............ ESE 2az+b = + V- 4ac 
Passando b para o segundo membro 2az = —b + Vb? — 4ac 
ve hA 
Donde! ssa eE a e E CR gr = -b + VP dae 
2a 


Os estudantes deverão verificar que: ERR 
; +b+VB-4ac 
pd ST 


Da equação ax? — br--c=0 resulta... z = F 

; -bV +4 
Da equação as?-+ba —e=Oresulta ... 2 = lida A + E 
Da equação ax? —bz —c=Oresulta ... z = PoE + 4ac 


- Podemos pois estabelecer as duas regrinhas práticas seguintes: 
Primeira. O sinal de D na fórmula é sempre contrário ao 
sinal de b na equação. 


Segunda. O sinal de Aac na fórmula é sempre contrário 
ao sinal de € na equação. 
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Devido ao duplo sinal que precede o radical V= 4ac, à 


fórmula A pode ser desdobrada em duas, a saber: 
7 -b + V- 4ac a — b- Vb? -— 4ac 
IE E E g = 
2a f 2a 
E observando que as operações necessárias para calcular a” e 
x"! são todas operações de resultado único, podemos concluir que, 
aplicando a fórmula A a uma equação completa do segundo grau, 
com uma incógnita, acharemos invariavelmente um valor e sômen- 
te um, para x”, assim como, um valor e sômente um, para x". Logo, 
A equação completa do segundo grau com uma in- 
cógnita tem sempre duas raízes, e sômente duas. 





Exercícios em classe 


E 18 
I. Resolver a equação An Lo 
E’ uma equação fracionária, cuja resolução se reduz à de 
uma equação do 2.º grau. Com efeito: 








Eliminando os denominadores ... 9z — 18 = z? 
Transpondo tese a nonremtada o rare arde —- 2 + 97-18 = 
Multiplicando por menos 1 ...... Cada vp Pope 
+9+VB1-72. . +9+V9 . +9+8 
r= = ícog="S—— o g=—5 — 
2 2 2 
g = 6 q! = 3 
Z . ,. 9-2, 4 3(x — 1) 
II. Resolver a equação ERG z + S 7 
O m.m. c. dos dênominadores é 2(x-— 2). Eliminando-os, 
TOECTOPSEEAE O-DE-2 -+8 = 3@-1(z- 2) 
. -2 + llr- 18 +8 = 3z?—9r +6 
— 72—32? + llz + 9z- 18 +8-6 = 0 
— 422 + 20x- 16 = 0 
4x2 — 20r + 16 = 0 
2-Sr+4 =0 
+5+/25-16 . 2 +5 +4V9 +5+3 
mom pc a a pp ESP Na 
2- 2 2 
= 4 = 
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III. Resolver a equação 
mê- (m +n) = R + (m-n)e—1 
Eliminando os parênteses... 
É mL > mgr- ng = n? + mr- ne — 1 
Transpondo e ordenando... 
m-n -me-ng-mz+nrt1i=0 











-Reduzindo ...... a EAEN, meg -— n? -2m +1 =0 
Pondo z? em evidência ........ 2(m? — n?) - 2me+ 1=0 
A equação dada está reduzida à forma normal, sendo 
a =m? -n?, b=-2m, c= + 1. Aplicando a fórmula, teremos: 
e : 
a + 2m + Vim Am n”) l giras “(m+n) 
ia (m? — n?) D (m + n)(m—n) 
I a 
Co +2m+V4m -4m rio | i 
A a (m? — n2) ! MT A i 
-© © 2m + 2n l 
RR H (m-n) 
2(m? = n?) I g” = 
I EN 
i (m+n)(m-n) 
_;: am] ! 
ar 2(m + n(m- n) ! i 
PES (m + n) ! f 7 =m +.n 
i 


(m + n)(m-n) 
IV. Resolvér a equação 4x2 — 40r + 73 = 0 


— +404+V 1600—1168 | 400 43 VD 
E a — 400 +83) 





l 
i 
+ 40 + V232 i = 
daa E Do um ODAS 
i ESSE 
o 40 + V21XBX3 i Ei 
a Si ES i 343 
E E USA EN (A) 
ra 0 + 2VB = L i 
Í i 


8 


Se extrairmos a raiz quadrada de 432, verificaremos que este 
número não é quadrado perfeito. Neste caso convém simplificar 


“o radical V432. Obtido para zo valor (A), teremos sucessivamente: 


- V3 = 1,7320508... 


[j percam 
Ep Ser 5 + 2,598 


I T 
i T 
e Ipfo=7598 
z =5+3x086 14" = 2402 


Il 


66. Resolução da equação q+pr+q=0. Às vêzes, 
o coeficiente de «2, na equação completa do segundo grau, é a 
unidade. E’ o que acontece, por exemplo, com as equações 

£? +3r+2 =0, #-—7r+12=0, 22419)0-99 = 0, ete.. 

Em relação a estas equações, é tradicional representar o 
coeficiente de z por p, e o têrmo conhecido, isto é, o têrmo in- 
dependente da incógnita, por q. E a forma geral, normal, des- 
tas equações, é a seguinte: 

v+pr+q-0. 

Vamos resolver esta equação. Multiplicando e dividindo o 

têrmo px por 2, teremos: ; 
P+2XxXD+g=0 


“Verificamos assim que o trinômio z2 + px + q não é, em 


“geral, um quadrado perfeito. Então passamos q para o segundo 


2 
a ambos os membros. Teremos: 


| 2 SORTE 
7 p2 i 24 D= ab g 
a E a pa 
o | 
2 4 ı (Fórmula B) 


Comparando esta fórmula com a equação x?+prtq=0, 
podemos estabelecer que: 


membro, e somamos 





£? + pr = -q 


Equações do Segundo Grau 125 
e O mp déd 














126 


Elementos de Matemática 





O valor de x na equação x 
(com sinal contrário) mais ou menos à 





2}-px+q=0 é igual à metade de p, 
raiz quadrada da dife- 


rença entre o quadrado de = e o têrmo conhecido q. 


com o sinal positivo ; 
- os estudantes devem verificar diretamente, 


Observação. Quando p é negativo na equação, ap 
o mesmo acontece com o coeficiente q; 
isto é, resolvendo as equações 


z?-pr +q =0, 22 +pr-q = 0, zt- pr-q = 0. 


3 
III. Resolver à equação 22 + 5r — 24 = 0. 


[qo NO ui 


» 


Exercícios em classe 


I. Resolver a equação z? — 202 + 75 = 0. 
` Nesta equação temos p = — 20 e 


1=+10 + V100—75 
x = 15 


papão DE 


gi = 7 


q = 75. , Portanto, 


r=+10 5 


q! = 5 


II. Resolver a equação r?—4r—21 = 0. 


1=+42 Ł5 


aparece na fórmula 
é o que 


5 25 TO JE 96 
Omi TR c=-gtvya ta 
Pisa pe 121 E 
REAR 4 DD 
g = 3 g = —8 
IV. Resolver a equação z? + 4x — 10 = 0. l 

g=—2 + V4410 TE o 4 


Não sendo 14 um alculamos 
uma aproximação qualquer, por exemplo, com êrro inferior a 0,001; 


` acharemos VI4 = 3,741. Portanto, 


AE E 


. 22-102+4-16=0 


. x? — 14r +40 =0 


. z?— 824+15=0 


r 


quadrado perfeito, calculamos V14 com 


z = 1,741... 


q! = — 5,141... 


Exercícios. Série XXXVI (*) 
Resolver as equações numéricas seguintes : 


1 
! 
! 
| 
f 
' 


4, 22-— 122-+-35=0 
5. v2- 1x +-18=0 
6. 22—- 8r+ 7=0 


(*) Convém ler a Nota da pág. 271. 


! 7. 2+4 4r+ 3=0 
1 8. 24 8r+15=0 
| 9, z?4+11lr+30=0 


sreataç Min N 
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10. z?+12z+ 35=0 


25. 3z2?—l1lr—4=0 
26. 4xz?— 3r-1=0 
27. 522?— 9g—2=0 
28. 4272-192 5=0 


l 
d 
l 
l 
j 
l 
i 
Li 
l 
24. 222— 5g-3=0 1 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
29. 224- 52-3=0 | 


ções ordinárias. As raízes das equações 4 
dantes devem conservar os coeficientes fracionários, não devem inteirar os.: 


45. 
46. 
47. 
48. 
49. 


! 


| 
l 
l 
l 
1522+114} 200 1 
1222-+172-+ 6=0 | 
3022-317 + 5=0 | 
4022-472 -12 =0 i 
x? —3,5x+2,76=0 | 


70. x2?—24x-+48=0 


Observação. As raízes das equações 1 a 18 são números inteiros, positi- 
vos ou negativos. As raízes das equações 19 a 48 são números inteiros ou fra- 
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| 30. dx 9r- 2=0 1 50. z?—7,7x+14,62=0 
HW. q2prl5c-4 44=0 ! 3L 3r?+1lz— 4=0 l 51. x? -—4,96x-— 1,248 =0 
12. z?+18r+ 65=0! 32. 4r?+19s— 5=0 | 52. 22-+0,127-0,032 5=0 
13. x2?—29z4+ 100=0 1 33. 7z?+4lz— 6=0 l 53. z? —3,57x+2,878 2=0 
14. x?—18r-— 495=0 | 34. 6r?— 7r+ 2=0 1 54. x?+2,46xr-—3,64=0 
15. z?—34r-+ 289=0 | 35. 12r?— 13x + 3=0 55. xz?— 2z- 1=0 
16. 224 5r— 414=0! 36. 1522-1674 4=0 | 56. 2!- 424 1=0 
XY. q? — 197 — 902=0 | 37. 1802-152 + 2=0 i 57. x?— 6x4 4=0 
18. 224-132-2120=0 | 38. 2072- 232+ 6=0 l 58. z?+ 4r- 2=0 
- 19. 322 — 10r -4-3 =0 39. 2072— 1le— 3=0 59. x?4- 6x4 4=0 
20. 27º— 5r+2=0 40. 12x2-- z— 6=0'1 60. 227º-2074-49=0 
21. 27º— 72-4+3=0 41. 20xº--Illz— 3=0 q 61. 252º — 10074-97 =0 
22. 302— Tzr+2=0 42. 3022- 132—10=0 ! 62. 921824 7=0 
|23. 492- 21x-+-5=0 43. 2402—- x- 3=0 f 63. x2+ 2s-74=0 
44. 10224+11lz-+- 3=0 ! 64. x?— 4z- 7=0 


65. x?—20r--82=0 
66. x?— 16xr-+44=0 
67. x?+10r-— 2=0 
68. zx?—12xr-12=0 
69. x?— 8r- 4=0 


9 a 54 são frações decimais; os estu- 


têrmos da equação, justamente para recordar as regras relativas aò cálculo 


das frações decimais. As raízes das equações 55 à 70 são números irracionais; 
estas raízes devem ser simplificadas, de acôrdo com o cálculo dos radicais e, 
em seguida, avaliadas: com êrro inferior a 0,01 ou 0,001 conforme as deter- 
minações dos srs. professores ou as conveniências do momento. 


z-i £ 



































7. -=l ! woa do 
z= l A 
72. tie D | ns 
13 Estost5=0 i ate iei 
! ! 
e T U a te eo 
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—5 3 
z s+3 1a i 89, 2 255.3 
Pg aa) 2-5 z 2 
241 3 A 6(x — 7) l i Lo E 15-74 
oa 3 rEg z-8 i i 2-1 8- 

32-1 5-—4g H Ma 5 i 
r S l 2r-1 _ 2-3, 1 _ 
83. 7-2 22 +1 l 9i. ro + z 0 

1+2 s+i 13 ! 
o == 2 
M Fits ! 92 @+a(Z- a) -72 
3 1 anda 
Me e+ 8 | 243, 0 246 
l 93: +—— = E 
22 +3 _ 7+4 l 2-6 6-4. 
86. —— = i 
z +3 z o E 
BE E ! dé TT ler 
i f 4 l x o 
5 mapi l e e A 
E =p Os i s+7 3- 5 


67. Raízes reais e imaginárias; o discriminante. Já 
aprendemos, na segunda série, como se calcula a área de um 
retângulo. B | a ae 

Problema I. Calcular as dimensões de um o o 
Í 3 É a das mesmas dimensões igual a 8m. 
área é de 15m2, sendo a som a E 

Representando o comprimento do retângulo p ; J 
será 8-2, e a área será z X (8-4). Logo, 


z(8-2) = 15 4 T md 
8r—z2—15 = 0` i is a ; 
-8z +15 = 0 ! pe ado 
I 


z = 4+ V16-15 | 
Obtivemos para x, comprimento do retângulo, dois valores 
diferentes, isto é, 5 e 3. : mo: 
Se tomarmos para comprimento do retângulo, a primeira 
iz, i rá 8— z, a saber, 3. 
raiz, isto é, 5, a largura se =T, 3 
"Se tomarmos para comprimento do retângulo, a segunda 
raiz, isto é, 3, a largura será 8-— x, a saber, 5. 
` E as dimensões do retângulo serão 5m e 3m. E 
Quando resolvemos problemas desta natureza, as duas 
raízes da equação são as duas dimensões do retângulo. 


eim is 
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Mais tarde, quando estudarmos os problemas do segundo 
grau, completaremos êste assunto. (875) 
Problema IE. Calcular as dimensões de um retângulo, cuja 
área é de 20m2, sendo a soma das mesmas dimensões igual a 8m. 
Representando o comprimento do retângulo por %, à largura 
será 8-2x, e a área será z X (8-2): Logo 
RES a) = 20 ! Ora, VIZ é um número imaginário 
8r-22-20 = 0 | (856); portanto, as ráízes da equação, 
2-Br +20 = 0 distoé, 
z = 4+V16-20 1 fe =4+V4C D \ p fa So) 
PEA EA rr A AS t” =4-9i 


sendo números complexos ($ 57) serão também chamadas raízes 


, 


imaginárias. E quais são, então, as dimensões do retângulo? fiste 
retângulo não existe; o problema não tem solução real. 
Podemos construir muitos retângulos, cuja soma “das dimen- 
sões seja sempre a mesma; a área dêstes retângulos varia, sem 
poder exceder um certo limite. Se; no problema proposto, é dada 
uma área superior a êste limite, o retângulo -não existe, e suas 
dimensões adquirem Valores imaginários. É 
— Para os estudantes que estão interessados neste assunto, surge 
então uma questão interessante, Sendo a soma das dimensões 
de uma piscina retangular igual, por exemplo, a 48 metros, qual 
será a área máxima desta piscina? Em primeiro lugar, verifi- 
quemos, praticamente, que a área da piscina pode variar, sem que 
a soma das dimensões varie. Exemplifiquemos. 


comprimento | largura 1 Soma das dimensões : área 
47m. io o oim o! 48m. l 47m? 
46m. l 2m. | 48m. 92m? 
45m. l 3m. | 48m. ! 135m? 
44m. l 4m. ı - 48m. i 176m? 
40m. DO 8m | 48m. i 320m? 
30m. I 18m |! 48m. É 540m? 
16m. a 48m. l 512m2 
12m. 1 36m. ! 48m. 432m? 
6m. | 42m. i 48m. l 252m? 
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Quais as dimensões que devemos então dar a esta piscina, 
para que a sua área seja a maior possível, seja máxima ? 

Para resolver êste problema, de um modo completo, nós 
vamos generalizá-lo. | 
À Generalização. Calcular as dimensões de um retângulo, cuja 
“área é P, sendo a soma das dimensões igual a 8. 

Representando o comprimento do retângulo por x, a largura 
será S-x, e a área, £ X (S- x). Portanto, 
1 Observando o radicando notamos 


S-a) = P i : c 
Se Pe 0 E logo que, para que as raizes sejam reals, 
2-Se+P =0 asc ter P < = SU, no máximo, 
s Toa i P = F E atribuindo a P êste valor 
da SE Sra | máximo, teremos: 
S 
iz z | RA 


* Conclusão. Para que o problema proposto seja possivel, é 
necessário que a área dada seja igual, no máximo, à quarta parte 
do quadrado da soma das dimensões. E quando a área do retân- 
gulo é máxima, as duas dimensões do retângulo são iguais, isto 
é, o retângulo é, na realidade, um quadrado. 

"Por exemplo, a soma das dimensões de um retângulo sendo 
20m, a área pode ser 36m2, (18 X 2); Sam? (14 X 6); 96m? 
(12 X 8), 100m? (10 X 10). Esta é a área máxima. Entretanto, 
a área não pode ser superior à 100m2, por exemplo, 120m2. Com 

Ea 


efeito, tomando a relação P < a verificamos que 120 é maior: 


que a quarta parte do quadrado de 20. 
Voltemos à fórmula À. (865) 

-O binômio b'—4ac é chamado discriminante da equação 
do segundo grau» O discriminante depende dos valores numéri- 
cos dos coeficientes a, b, c; é uma função dêstes três coeficientes. 

Na prática, quando resolvemos equações completas do se- 
gundo grau, podem dar-se três casos distintos. 
I. b?-4ac> 0 b? > 4ac 


comparsa PA 


Equações do Segundo Grau 131 


z ; 

i Neste caso, 0 radical Vb? — 4ac tem dois valores simétricos, 
isto é, iguais em valor absoluto, porém com sinais contrários. E 
a equação terá duas raízes reais e diferentes. (865) * 


y Observação. Se o discriminante b? — 4ac é quadrado perfeito, as duas 
raízes são números racionais; no caso contrário, são números irracionais. 


EH. b?-4ac=0 .". b? = dac 


Neste caso, o valor do radical é nulo, e a equação terá ainda 
duas raízes reais e iguais, a saber: 





é 40 am = 2D-0 
2a i 2a 
b i b 
./ = — — = — ——= 
a 2a ' oTo 
Hi. b?-—4ac <0 b? < 4ac 


E Neste caso, 0 radical é um número imaginário; representando 
o discriminante b? — 4ac por — D, teremos: 





a COND -b+IND 
EI per = Srt RE: Dn A 
2a VE 2a 
sactan di be ND. 

q = —— l r = 
2a ` l 2a 


As duas raízes são imaginárias, complexas e conjugadas. 


Exercicios orais 
Sem resolver as equações que se se i í ã i 
a m resolver as ; guem, dizer se as sua: 
ou imaginárias, iguais ou desiguais, racionais ou o AE A 
A z ; 

> r l 6. 2º +57 + 7=0 11. 3724 2—3=0 

2a —43+4=0 7. 224614 9=0 12. 37? —- 72 42=0 

3. 224142 +4+5=0 8. 22+82+4+15=0 13. 5724+27-1=0 

4. 2+32-3=0 1 9. vt z- 6=0 14. 472-3x—-1=0 

5. z?—2r—-4=0 ! 10, 2z?—5r+ 2=0 15. vº+22+5=0 


68. Discussão da fórmula resolutiva da equação 


2 , 
ax +br--c=0. A fórmula resolutiva desta equação é: 
E re b + Vb- 4ac 
2a 


T 


(Fórmula A) (§65) 


] 
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Observação. Discutindo esta fórmula, não suporemos a = 0 porque, 
neste caso, à equação dada não será do segundo grau; será do primeiro. > 
Também não imaginaremos b = 0, porque, então, a equação dada será uma 
equação incompleta, da forma az?-+e=0, equação esta que já foi estudada 
e discutida. ($62) Finalmente, não estabeleceremos a hipótese c = 0, por- 
que, neste caso, a equação dada será uma equação incompleta, da forma 
ax? + bz = 0, equação esta que já foi estudada e discutida. (861) 


Em primeiro lugar, sendo Vi = b, é evidente que: 
VEF fac > b Vda <b ` i 
Isto pôsto, vamos estabelecer quatro hipóteses. 
Primeira hipótese. b>0, c>0. 
—b b2—4 
az? + bz +c = 0 ra 


) Zb + um número menor que b — , 
t = —— m >; x<o0 
2a . 
— b — um número menor que b 
Ce e aa y 
Za | 
As duas raízes, se não forem imaginárias, serão ambas ne- 
“gativas. Em valor absoluto, teremos x’ <q”; mas, em valor 
relativo, x > z”. 


Segunda hipótese. b<0, c>0. 


44 


z! = oL 


INe 





2 — br +e = 0 0. g= 
e vz 2a 
b + um número menor que b 
x = EOtunmimero menor quet Ka gx! > 0 
PE E b — um meto menor que b pes ES 


-As duas raízes, se não forem imaginárias, serão ambas po-- 
sitivas. Em valor absoluto ou relativo, teremos z’ > z”. 


Terceira hipótese. b>0, c<o0, 
É DEV + 4ac 
RE 


az? + bre e E cm 
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, —b + um número maior que b 7 
= —— —— r >0 


z ' 
2a 
„n — Tb — um número maior que b . A 
r” = RR a rn ea RD CO ÃO 


As duas raízes serão reais e com sinais contrários. Em 
valor absoluto teremos x! < z”, mas, em valor relativo, z’ > q”, 
Quarta hipótese. b < 0, c<o0. : 
+o + VB + da 
a De 


a? —bz-c=0 so g= 
l 2a 
7 + b + um número maior que b 
+ = — r 50 
e 2a . Das 
ses + b — um número maior que b . FEAR 
2a a 


As duas raizes serão reais e com sinais contrários. Em 
valor absoluto ou relativo teremos: g’ >g” 


Resumo 


19 bd>0 c>0 r < 0o g” <0 
2) b<0 c>0 TSO sara 
39) b>0 e< 0 gt >00 æ <0 
4) e O) ce<0 a o ro) 


Êste quadro nos permite determinar o sinal das raízes da 
equação do segundo grau, pela inspeção dos sinais dos coeficientes 


“ou parâmetros b e e. Entretanto, veremos adiante (§70) outro 
- Processo para conseguir êste resultado. 


69. Relações entre os coeficientes e as raízes. A equa- 
ção completa do segundo grau com uma incógnita, pode sempre 
ser reduzida à seguinte forma. normal: 


x +pa+q=0 (A) 


Com efeito, si o parâmetro a for diferente da unidade, é 


bastante dividir ambos os membros da equação por a. Por exemplo:. 


3 + 7x +10=0 
22? + 8z + 8=0 


LT 10 
2 RS — = 
Fo ig 0 
L +4 + 4 =0 
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Resolvendo a equação À, teremos: 





3 J eoru RE 
o apaga | reidi O 


Somando as equações Be C, resulta: 
PED ga R 
44-24 5 ro T 
P 


; Pp . ! 1 2p 
pia e a a a A 
FED 2 
x + =-p M) 


Multiplicando as equações B e C, resulta: 


í A oa Foa E ) 
x!!! ( 3 EB A M 3 Ene 
2 SE i 
ryn (-2) (5-2) (E.M.T.A.$35, III) 
po ; 


ziz! = (a) : xx! = q (N) 
4 4 Pd 


| 


8 
8 
[j 


As equações M e N são a tradução, em linguagem algébrica, 
de duas relações notáveis existentes entre as raízes e os parâ- 
metros da equação z? + pr + q = 0, e que podem assim ser enun- 
ciadas em linguagem vulgar: i 

Estando a equação completa do segundo grau com uma incóg- 
nita, reduzida à forma x2+px+q=0, f 
É Primeiro. 4 soma das raízes é igual ao coeficiente p, com 
sinal contrário. E? a relação M. l l i 

Segundo. O produto, das raízes é igual ao coeficiente q. E’ 
a relação N. 

Por exemplo, dada a equação 42- 5r +6 = 0, a soma das 
raízes é + 5 e o produto é + 6. 

Em relação à equação a2 + 7z + 10 = 0, a soma das raízes 
6-7 e o produto é + 10. a” 

Considerando a equação 31º + 5x -8 = 0, podemos dividir 
ambos os membros da mesma por 3, resultando a equação... 
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2 + = -2 = 0. Portanto, em relação à equação 3224-573 —8=0, 
a soma das raízes é — + e o produto é — 3 


Finalmente, considerando a equação 


bz c 
ax-+br+-c=0 o isa a dO 


C 
teremos: g+ z” =—— r g” = — 
a a 

70. Aplicações das relações M e N. Estas duas rela- 


` ções têm aplicações importantes. 


Observação. Em tudo o que se segue, admitiremos sempre que as raízes 
2 


são reais, isto é, — = q 


Primeira aplicação. O exame dos coeficientes de uma 


* equação do- segundo grau com uma incógnita nos permite, às 


vêzes, determinar por tentativas as raízes, sem resolver a equação. 
Por exemplo, : 
7 7 g = 5 
TO SAB = 


a, AP 
B-Te+10=0.:. ("hã 
DotA | RR EA I ie 
+82 + 15=0.". a E a ne Rom 


i 


L'E 
aa” = 15 

Notemos, em virtude da relação x'v” = q, que, se à equação 
tem raízes inteiras, estas raízes são divisores de q. 

Segunda aplicação. O exame -dos sinais dos coeficientes 
de uma equação do segundo grau com uma incógnita, nos permite 
dizer quais são os sinais das raízes da equação, sem resolvê-la. 

Observemos em primeiro lugar que, de acôrdo com a re- 
lação N, se tivermos q > 0, isto é, positivo, ou as duas raízes 
são positivas, ou as duas raízes são negativas. 

Entretanto,se tivermos q < 0, isto é, negativo, as duas raízes 
terão sinais contráoris, isto é, uma positiva, e a outra, negativa. 

Vejamos agora quais são os sinais das raízes da equação 
x2 + pr + q = 0. Temos quatro casos a considerar. 


a : A f r+" =— p 
1.°) 24p+g=0 f Pon) 
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O produto das raízes é positivo; mas a soma é negativa; logo, 


as duas raízes são negativas. 
. gta” = + 
E polia O io SCE E 


O produto das duas raízes é positivo, e a soma também; logo, 
as duas raízes são positivas. 
: q +r” = — p 
; Latt 


o 2 sm = E 


Lembremos que, em valor relativo, temos sempre w'>4”. 

“O produto das duas raízes é negativo; logo, as duas raízes 
têm sinais contrários. E, em virtude da relação x'> q”, re- 
sulta z’ > 0 e æ” < 0, isto é, z’ positivo e z” negativo. Qual é, 
em valor absoluto, a maior das duas? E’ a segunda; é q” porque 
a soma das duas raízes é negativa e, quando somamos dois números 
com sinais contrários, o sinal da soma é determinado pela parcela 
cujo valor absoluto é maior. 

` ggl=—aq 


4) æ —pr—q=0.: 


Como no terceiro càso, teremos g’ positivo e q” negativo. 


Qual é, em valor absoluto, a maior das duas raízes? E a pri- 


meira; é v’, porque a soma das duas raízes é positiva e, quando 


somamos dois números com sinais contrários, o sinal da soma é . 


determinado pela parcela cujo valor absoluto é maior. 
Terceira aplicação. E’ a composição de uma equação 


“cujas raízes são números dados. Por exemplo, qual é a equação | 


cujas raízes são E e -57 l T 
a A equação pedida é do segundo grau 
pia 2 RE a 3 | com uma incógnita, visto que deve ter 
es 5 | duas raízes. Estas, sendo diferentes de 
i 2 3 | Zero, e não sendo simétricas, a equação 
qa” = 3 75 | que vamos formar é uma equação com- 
i pleta do segundo grau e, portanto da 
tpe” = £ I forma z 
15 = t +per +q=0 
e 
E E E 
i ; 
gq -2 PEER Ev q=- 
I 





Gsi 


| Portanto, a equação pedida é: 
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2 


152º - 2-6 = 0 


A disposição prática dêste exercício pode ser a seguinte: 


É. Formar uma equação cujas raízes sejam +Š e —0,9. É 


vg”! 


te gta”! = 


Padt 


tTI = 


H, 


x 


x? 
x + x 
lx” 


s ql" 


Quarta aplicação. Determinar dois números dos quais se 
conhece a soma e o produto. ($67) Vamos resolver êste problema, - 
de um modo mais rápido e elegante. 


I. Quais são as dimensões de um retângulo cuja área é de 
15m?, sendo a soma das mesmas dimensões igual a 8m? 
l Sejam x e y as dimensões do retângulo; de acôrdo com o 
enunciado temos: 


=7 


E ! 2 + pre +q=0 i 
ES ! EEA E RD 
E ARE TE 
10 oei IL A27 
39 Do oem O E E 
Sea E 
o 402? + 62-27 = 0 
—50 Resposta. A equação pedida, 
1 em sua forma-mais simples, isto 
Sf 9 — 27 4 é com coeficientes inteiros é 
4X 10 40 1 4072 + 67-97 =0. E 


Formar uma equação cujas raízes sejam 3 + Va. 


= 34NT 2 +pe+q=0 
E p=-—6 q=7 
e v2 2 — 6r +7 =0 


Kesposta. A equação pedida, 
em sua forma mais simples, isto 
é, com coeficientes inteiros, é: 

æ — 6r +7 =Q. 


(3 + VJ — VD) 


mm e a e a o o e a o er 


2 $ : Ea 


pa» ay = 15 l | 
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Portanto, x e y são as raízes de uma -equação do segundo 
grau, da forma z? + pz + q = 0, na qual p=-8 eg = + 15. 
E bastante, pois, resolver a equação 


z2-8z + 15=0 
2g=4 + y 16—15 
II. Determinar dois números 


a o fz=5 
g=4+1.". es cujo produto é 40 e cuja soma é 13. 
1 


3 J169 13 < 
2 132440=0 .'. =D — Rae o 


Resposta. As dimensões do 
retângulo são 5m e 3m. i 


a a ut tt a a a O 

















S 13 4 3. g' = i Resposta. Os dois números pe- 
ETS Ang ı didos são 8 e 5. 
III. Determinar dois números cuja soma é s, e cujo produto 
é p. j 
E E E E Ta 
2 — sr +p O TE P RE q a A 
Peq +V$2—4p 
s s2— 4p 2 
+= ni VE 
x 2 8 T DSR 4p 





O problema III é uma generalização, e os dois valores de x 
são as duas fórmulas necessárias para resolvêlo. O problema é 
possível, quando o valor máximo de 4p é 82. (867) 


Exercícios orais 


1. Resolver, pelo exame dos coeficientes, as equações 1 a 12 da série 
XXXVI. e 4e wi 

2. Dizer os sinais das raízes das equações 1 a 48 da série XXXVI e 
dizer também qual das duas raízes é a maior em valor absoluto. 


Exercícios. Série XXXVII 


Formar equações cujas raízes sejam: 


e i Qi 5 | ıı 1 

1 7! Re r E = AE 

1 7.e 2 3. 8e Lad 4 ez ! 3° ! 9. —3 e 15 
| | Da Ds 1 3 
= “121 Sgal pd ? E A E 

2. —1le i2 1 4.10€ E rca Ad R at eg 
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il. 42 e 0,8 20. +$ 29. 3+ 4-5 | 38. Es 
12. 2,5 e 1,6 | 21. 2+1/3 30. 2+ 473 ' sp, 2ŁiN 2 

| es, 
13. £ e-02 T 22 3+2 | 3. 5Ł2 140 atiy 
i 
14. -0,3 e 5 | 23. 5443 32. 3 +45 | 4L $ eS 
15.0 e7 i 24. 3Ł45 33. V2 +43 12, Ho E 
| 1 à 
16. 15 e 0 125 146 34. 43 +45 43. Der 
m. Šie o 26. 247 35. TANT| 44 Zoo 
18. -0,6 e 0 | 27. 1+)-2 | 36. s+y3 ra sa 
m n 
19. +0,5} ` ] 28. 244/71 37. Sega | 
46. = = | 48, (2m+3)e (2m3) 
j 
l 


= 47. (a+b) e (a—b) 49. (m+n)e (m-n) š 
50. Dada a equação 22— 10x + m = 0, qual deve-ser o valor de m para 
que a diferença entre as raízes seja 4? . 
O parâmetro m é o produto das duas raízes da equação; precisamos, 
em primeiro lugar, determinar as duas raízes. 
; As duas raízes são x’ e x”. Sua soma é 10 e o problema exige que sua 
diferença seja 4. ©’ necessário resolver o seguinte sistema: 
j t +e =i0 À r =T ! Ora, sendo m o produto das duas 
À z — g'= 4 co yat=B į raízes, teremos m = 7x3=21. 
Resposta. O parâmetro m deve ser igual a 21. 
51. 2z2-1924m=0. Qual deve ser o valor dem, para que z’ — s” =5? 
52. 22-1024+m=0. Qual deve ser o valor de m, para que x' — z” =3? 
53. 4?- 1524+m=0. Qual deve ser o valor dem, para que z’ — z” =5? 
54. 84º — 102+m =0. Qual deve ser o valor de m, para que z’ — 2 =? 
Lembrar que z’ + z” = 1%. . 
55. 3z2— 74+m=0. Qual deve ser o valor dem, para que t’ — s” =? 
56. 2524 52 —-m=0. Qual deve ser o valor de m, para que z’ — z” = — 6? 
57. 5224 9g—m=0. Qual deve ser o valor dem, para que 2º — g” = — %? 
58. 2?- 6z+m=0. Qual deve ser o valor dem, para que 2! +g” =? 
59. 82? — 5e+m=0. Qual deve ser o valor de m, para que z’ +z” =? 
60. x2- pz-4+54=0. Qual deve ser o valor de p, para que x’ +g” =6 o, 
61. 3z?+ pr+ 3=0. Qual deve ser o valor de p, para que z’ +g” =9? 


+ 
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71. O trinômio do segundo grau. E’ uma expressão al- 
gébrica racional e inteira da forma ax2?+-bx-+e. (E.M.T.V. $56, V) 
As expressões algébricas 


5x? - Tx +3, —42 + 9r-8, 


são trinômios do segundo grau. 

O trinômio do segundo grau tem uma infinidade de valores 
numéricos. ste valor numérico varia de acôrdo com o valor 
numérico atribuído à letra x, a única letra que figura no trinô- 
mio. A letra xz é a variável independente. Quanto ao trinô- 
mio, seu valor numérico depende do valor numérico de x; di- 
zemos, neste caso, que o trinômio é uma função de x, e o repre- 
sentamos por y, letra esta que recebe o nome de variável depen- 

. dente ou variável função ou, simplesmente, função. (82) 

No trinômio 3x? — 5x + 7, os coeficientes 3, 5 e 7 são cons- 
tantes absolutas. No trinômio ar? + be + c, os coeficientes a bec 
são constantes arbitrárias ou parâmetros. (82) 

O parâmetro a, do trinômio do segundo grau, pode ser 
positivo ou negativo. Eh - 

Chamam-se raízes de um trinômio do segundo grau, as rat- 
zes que se obtém, igualando o mesmo trinômio a zero, e re- 
solvendo a equação resultante. Seja o trinômio — qx? + 7x — 12. 
Igualando-o a zero e resolvendo a equação. resultante, acharemos 

(= 4e g” = 3. E diremos que as raízes do trinômio —x2+7x—12 
são 4 e 3. Portanto. 

As raízes .de um trinômio do segundo grau são os valores de x 
que anulam o mesmo trinômio, isto é, são os valores de x para os 
quais, o valor numérico do trinômio é “igual a zero. f ; 

O valor numérico de um trinômio do segundo grau é igual 
a zero, quando se substitue x por uma das raízes do trinômio; 
é diferente de zero, quando se substitue x por um número qual. 
quer que não é raiz do trinômio. 

Vejamos agora qual a regra geral para: decompor “em fato- 
res um trinĝmio do segundo grau. 

Teorema. O trinômio do segundo grau é igual ao produto 
alx — xx — x”). 

Tomando o trinômio ar? + bz + c e pondo a em evidência, 
teremos: 


EEE 


pire ar s 


DEN 
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q + br +e=a (eras £) a 
Lembrando que (§69, fim) 
b 
zra (£ + x”) DTI 
a 


e substituindo em (1) resulta: 
a? + bz + c = a[a?- (x + x'D + r'r z] 
Fatorando a expressão entre colchetes (E.M.T.V. r ID) 

ar? + bz + c= aļz?- z's- sx + r'r A 
ax + bz + c = a| zz- x')— "(a + 4) 
at + br +c = al(r- 2a —2")] | 
az? + bz -+ c = alz -x )(@- r”) C.Q.D. 

Exercícios. Série XXXVIII 

1. Fatorar o trinômio 2x? — 11x +5. 


Igualando-o a zero, para determinar as suas raízes, teremos: 
22 — llr +-5=0 


ar? + br+c =a(r ~x’) (x— x”) 
_ 11 + V121h40 


j} 
$ 
) 
l 5 1 
7 2#- te ts=2(0-5)(0-) 
l 
= ES 27 — Ile +5 = (z~ 5)(2z— 1) 
l 
e = 1 Resposta. 22 — 11s + 5=(z- 5271) 


E ae o trinômio — 2r? + Illz- 5. 
Igualando-o a zero, para determinar as suas raízes, teremos g'=5 e - 


tt 1 
x! = e A fórmula de fatoração é: 


ar + bz -+c = a(z — 2x — x”) 
— 2x? + Illz- 5 = -2Xe-5( 2-5) 


E — 22º + lg - 5 = (2—-5(— 2x + 1) 
-22 + llz-5 = (z —5)(1— 2x) 


Logo, 





az? + br + c = alz -x )(@- z") = 
Te TENDO END) 
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3. Fatorar o trinômio 62º — x — 70. 
Igualando-o a zero, para determinar as suas raízes, teremos: 


6x2-2-70=0 art-tba-to = ale — z’) (x— 2") i 


i 
1 
A a 18d sd i 10 
Pe TA cat i 2-2-70 =6( 2-4) (2 + z) 
12 i 
it4i f 3 
a à 2-2-70 =2x3( 2-4 )(2+5 
E E E 
=z P =-7 1º  6s-s-70 = (2s-7)(3z + 10) | 
4. Fatorar 12-21-1. 5. Fatorar z?— 22 +4. N 
z —-22-1=0 -922+4 =0 


i 
i 
i 
z =1+V1F1 Í marta 
z =14 V2 ! z =1tiy3 
2 =1+V2 ! a EE 
Rs ea r. at =1-iV8 
i ax? + br +c = alz- 22-21") 
| dat = (a ol 3) 


+ 


o os trinômios que se seguem. 
6. — 92-32 14. ` 3r?+ilr-4 
7. AE A 15. — 129º-+132—3 
8. 7r-+álx—6 16. — 20724237 — 6 
9. —18224-157—2 17. 12r?+ 2-6 
10. — 2r?— 5z+3 18. z?— 4s+i 
11. — 5r?— 9742 19. z?— 6r-+4 
ia. — 6r?+ Txr-2 20. z- 4r+42 
13. 15xr?—16r-+4 


22. 27º— 20xr-+49 
23. 25x2 — 1002-+97 
24.  q!— 242448 
25. xz?+ lOr- 2 
26. x2?— 207+82. 
27. xz?— 4r+ 6 
28. z?— 6r+l4 


a q ça o e dr a ao ao o mt ms 


21. z?+ 6x4 


Simplificar as frações algébricas que se seguem. 





29 z? — 22 — 15 | 32. 3r?—2z-1 ! 35. noe t2 
oa +12 ! ` 3z2?—-5xr-—2 ! 5x2 — 9x 
2— 37-1 
r? 4r- 5 | 8292-102 +3 1 36. 4r 
30. Tao i 33. -372 7s +3 472— 19r- 5 
1 
— 2 
2r? — 3z — 2 ! 3722-102 +3 1 31. 3x? 7z + 
3r 22 47r -+3 ! t 32? — 7z +2 | 322 + lliz — 4 
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72. Equações biquadradas. A equação biquadrada é uma 
equação do quarto grau, com uma incógnita, e que contém sò- 
mente potências pares da incógnita. As equações 

3244-502 +7=0 5yt + 342-10 = 0 
são equações biquadradas. 

A forma normal de uma equação biquadrada é: 


axt + bx +e=0. (A) 


Para resolver esta equação, recorremos à um artifício muito 
simples; fazemos 


-32 +5=0 


VIN, (B) 
e, consequentemente, zt = y2. Tomando a equação (A) e' 'substi- 
tuindo xt por 32, e z? por y, teremos: 


ai +by+e=0 i (©) 


A equação (C) é chamada resolvente quadrática da equação (A). 
Resolvendo a equação (O), teremos: 


Era gar Vb2—4ac 
E 2a 
Mas, y = z? (equação B). Portanto, 
due E VT —4ac 
z2 = ——— 
2a 


Finalmente, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros 
desta última equação, resulta: 


2 = | ba ii | Fórmula | 
a 


i 
i] 
| 
| 
L| 
H 
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E’ esta a fórmula de resolução da equação biquadrada. Ela 
nos mostra que esta equação tem quatro raízes, a saber: 


= Day bo Age -b — ND Ano 


2a 











ES E SR RS O De PR mf mM o 


no Em ESET 
Pe 2a ae 2a 


Observando com atenção a primeira e à segunda raízes, nota- 
mos que elas são iguais em valor absoluto, porém com sinais 
contrários; logo, são simétricas. O mesmo acontece com a ter- 
ceira e a quarta. Portanto, podemos escrever: 


= : . E 7 


Ora, a esta conclusão poderíamos ter chegado, antes mesmo 
de resolver a equação. Consideremos, por exemplo, a equação 
zt — 2972 + 100 = 0. Se uma das raízes desta equação é + 2 

- (o aluno deve verificar) é claro que — 2 é também raiz desta equa- 
ção. Com efeito, é indiferente elevar + 2 ou — 2 ao quadrado 
ou à quarta potência; os resultados serão iguais. - i 


xt — 29x2 + 100 = 0 


(+2)4-— 29(+2)24-100 = 0 16 —116+100 = 0 
(—2)*— 29(— 2)2-+ 100 = 0 16 — 116-+100 = 0 


Na equação biquadrada, o coeficiente. de 12,e o de 2º, isto 
é, do têrmo independente de x, podem ser positivos ou negativos; 
mas o coeficiente de xt pode ser suposto sempre positivo porque, 
se for negativo, multiplicaremos ambos: os membros da; equação 
por —1. Por exemplo, se tivermos de resolver a equação.... 
—42* + 3772? —9 = 0, deveremos, em primeiro lugar, multiplicar 
ambos os membros desta equação por — 1. Resultará a equação 
. 4zt -372 +9 = 0. í . 

O primeiro membro de uma equação biquadrada reduzida 
à forma normal, isto é, o primeiro membro da equação (A), é 
um polinômio incompleto porque não contém a primeira e a 
terceira potências de x. Portanto, a equação biquadrada é sempre 
incompleta. E, quando a equação biquadrada não contém a 


NI 


0=0 
0=0 


12. 16xt- 9542 + 
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segunda potência de x, ou a primeira, ou ambas, damos-lhe o 
nome de eguação biquadrada reduzida. Por exemplo, as equações 
gt + 842 = = 160 pero O 
são equações biquadradas reduzidas. l 
Exercício. Resolver a equação vt —- 5r? 1-4 =0. 


a 5+V25-16 . 5+3 
o = + (SENT O Ro t 9 
Caes 5+3 . r 5- 
ae: É 
E 5+8.. 5-3 
ga o ty = — 2 | t, = — EE ct =—1 
I 


Resposta. As raizes da equação dada são +2e+1. 


Exercícios. Série XXXI X 
Resolver as equações biquadradas seguintes: 


z434 + 995 = 0 15. 144rt- 73422 +4=0 
z4 — 50x? 149 = 0 16. 1007!-292 +- 1 = 0 
vt 1312 + 36 = 0 MM. zt- ilr? + 18 = 


zt- 41g? + 400 = 0 , 
at 10422 + 400 = 0 
xt — 12542 4- 2 500 = 0 
4rt- 52 +1=0 
drt- 1792 +4 
9x4 -— 8212 + 9 
10. 924-3722 4 4 
11. 25xr4— 26x2 + 


i 

I 

i 

' 

| Igri 28r 475 = 
l 19. rt- 62 +8=0 
t 20. xt 21r? + 80 = 
É OM SEE 
i 

l 

I 

j 

I 

I 

I 

I 

I 

I 


So col 


22. 10x t-Gg2411=0 
23. 21x *-10x2+1=0 
24 1— 9x72 + 18x74 = 0 
“25. 2! + 23x2 = 50 
© 26. xt = 22 +3 
13. 36r4— 1342 + 27. 4rt-— 2 = 7x2 
14. 100r4~412+4=0 28. 9r4-— (26x? 4-3) = 0 
i 29. (x? -— 2)? — x2 = 504 Sd 
3. Equações irracionais. Uma equação é chamada irra- 
cional, quando a incógnita está situada debaixo de um radical. 
Por exemplo, as equações 
dc Coma Ara 
são equações irracionais. l 


e Se St NN p 


pgp tE 


So 


hi O pas 


II 
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“Antes de aprender a resolver estas equações, é conveniente 
recordar que: 

Multiplicando ambos os membros de uma equação, por uma 
expressão que contenha x, à equação resultante não é, em geral, 


egiiivalente à primeira, isto é, pode admitir raízes que não convém ` 


à primeira. (E.M.T.V. 869, IT) 


74, Resolução das equações irracionais. A diversidade 
de formas das equações irracionais não permite estabelecer uma 
regra geral para a sua resolução. O processo varia, de acôrdo 
com a equação dada. E preferível examinar alguns tipos mais 
simples desta espécie de equações, € estabelecer a regra para cada 
um dêles. J 

I. Resolver a equação V\r+l=5. 

Elevando ambos os membros desta equação, ao quadrado, 


teremos: a ns = 24 
Verificação. V24 bee 5.. 5=5 
Resposta. A raiz da equação dada é 24. 
Observação. Resolvida uma equação irracional, a verifica- 


ção da raiz obtida é, em geral, indispensável. Com efeito, consi- , 


deremos a equação 


-Vsz+1=5 
E Elevando ao quadrado, x + 1=05 2 r= 
Verificando, -V24+1=5 -5=5, o que é um 
absurdo. É é 
Em resumo, dadas as equações 
+Ve+rl=5 Do: 
= Ga = s (2) 
e elevando-as ao quadrado, resulta: 
g+1=25 (3) 


A equação (3) não é equivalente à equação (1) ou à equa- 
ção (2) porque, quer no caso da equação (1) ou da equação (2) o 
primeiro membro foi multiplicado por \Vz+ 1, isto é por uma 
quantidade que contém x (873); pode conter raízes estranhas & 
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estas equações; daí a necessidade de verificar se as raízes da - 
equação (3) convêm à equação (1) ou à equação (2). No caso 
presente, 24, que é a raiz da equação (3), convém à equação (1) 
mas não convém à equação (2) que, aliás, não tem solução; é 
uma equação impossível. E assim verificamos que há equações 
irracionais que não têm raizes. l 


II. Resolver a equação Vz +9 = 1l-rz. 





Elevando ao quadrado ............. +9 = 121- 22442? 
Ordenando ds usa E andar 2-2 +UZ=0 : 
Resolvendo.........cccccccccerera q =16 eq! =7 
Verificação. V16+9= 11-16 .:. 5=—5 (9) 
V\7Ł9=11-7 .'.4=4 


Resposta. A raiz da equação dada é 7. 
Observação, Consideremos as equações seguintes: 
+Vz+9=11-z (1) 
ae —Vs2+9=11-z (2) 
Elevando-as ao quadrado, teremos: 
z +9 = 121- 22r +r? . 
z2 — 23x + 112 = 0 ' (3) 
z =16 eq! =.7 
A primeira raiz, s’ = 16, convém à equação (2) ao passo 
que a segunda raiz, z” = 7, convém à equação (1). A equação (3) 
resulta da elevação ao quadrado, da equação (1) ou (2); portanto 


l pode conter raízes estranhas a uma ou outra destas equações, Se 


a equação dada é (1) a raiz estranha é 16; sea equação dada é (2) 
a raiz estranha é 7. Em resumo: i 


= — $ !? = 
o OR aea 
—Vs+9=11-2(2) aE T 
A raiz da equação (1) é 7. 
A raiz da equação (2) é 16. 
III. Resolver a equação V32-2+5= Vr + 35 
Elevando ao quadrado... 3x — 2410/32 — 24-25 = 2+35 
Reduzindo ss ps 32+283-+10 37 —2 = 2+35 
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Transpondo e reduzindo. 10V37-2 = —2x + 12 
Dividindo por 2........ 5VBr—2 = 6-4 
Elevando ao quadrado .. 25(32-2) = 36 — 12x + 4? 
Eliminando os parênteses. 75x 50 = 36-12 + 42 
Reduzindo e ordenando . 422-87x + 86 = 0 
Resolvendo.. est res z =86 e g!=1 
Verificação V3X86-2+5=V86135.-. 
V256 +5=Vi2l .. 16+5=11(% 
sa V8X12+5=Vif5..175=6 
Respósta. A raiz da equação dada é 1. 
Observação. A raiz 86 convém à equação — V 3r- 2 + 5 
=-Ve+ 35, como é fácil verificar. É 
IV. Resolver a equação Vat2-+ Ve-l="4 3z+3. 
Elevando ao quadrado... , 
z+2+2V@FA@-İ)+r-1=3r+3 
-Reduzindo ....... cc 2a +2V+r-— 2 = 3443 
Transpondo e reduzindo. 2/2 Fr 2=4 +2 
Elevando ao quadrado .. 42 + z—2) = x2 + 4z + 4 
42? + 4z-8 = r? + 4r +4 





Ordenando ss. cisma | 82-12 =0 
2-4=0 
dE ea DP e 
Ke a a Rede e E 
- V2popV201=V043..0. VatVi= ND. 3-3 


V=2724V-2-1 = Y3(243.:. VO +23 = JO. 


Resposta. A equação dada admite duas raízes: +2e-39. 


De acôrdo com os exercícios anteriores, a resolução da equa- 
ção irracional fica subordinada, na maioria dos casos, à seguinte 
Regra. Se a equação tem um radical, isola-se o mesmo, no pri- 
meiro ou segundo membro da equação, e elevam-se ambos os mem- 
bros desta, ao quadrado. Resolve-se a equação resultante e verifica- 
se se as raizes obtidas convêm à equação dada. Se a equação tem 
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dois radicais, isola-se um dêles e elevam-se ambos os membros da 
equação, ao quadrado ; depois, na equação resultante, isola-se o 
radical que ela contém, e elevam-se ambos os membros desta segunda 
equação ao quadrado. Eliminados os radicais, resolve-se a equação 
resultante, e verifica-se cuidadosamente quais as raizes desta última 
equação, que convêm à equação dada. 


z Exercícios. Série XL . 
Resolver as equações irracionais seguintes: 


L 3z—-2Vz = 65 ı 19. V3z+ 5+ V35 =4' 


2, AV + Vis = i8 DO Vz F32 = Jr 
Ve Nir ` 834 
E 

















NE VER Dr = 4 
18. Vrt = 3005 


x Nes x : Ea è é 5 
E o Esta equação foi dada na competição intelectual entre ginasianos, 
rea iza a em São Paulo, em dezembro de`] 941. Para resolvê-la, convém fazer 


l 
i 
3. y +os i 2L 2+2=V/256 
ENT erio ra Eea 
5. V3 EB +2s=21 12 Vz-7-VsFi+2=0 
6 V] 47 = 2w 24 V3a=5 = 1 +V 
TNE E 125. VI2 e+ Væ Fi =V7 2 
BNA | 26. Nae 
9 Vz-i+V2%=3 i V 22-3 
10. V29 = 9-7r E E E 
1l. VsF i= 15-V7 do TE. Ea 
o Meg 28 cross S 
Eae f t avg 8 
13. Vz=I-V24=1 se 
Mm J2Fi+Vzrõ=o log 2tNVica 5 
15. V3r+7-V%æFi0=0 | E E 
16. V@F5-VaæF3=1 |30 V2t2 Vz+s 
! Nae o Nea 
l 
1 
i 


Sis rea 
SC AGO = 3 C 
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75. Problemas do segundo grau com uma incógnita. 
Já vimos ($29) em que consiste a resolução algébrica de um pro- 
blema. A maior dificuldade consiste em por o problema em equa- 
ção. Não existem regras gerais para estabelecer a equação do 
problema, isto é, a tradução em linguagem algébrica do enunciado 


do mesmo problema. Em muitos casos podemos recorrer à co- 


nhecida regra de Newton. Em outros, porém, tudo depende da . 


habilidade do estudante. l 

Dado um problema, a equação resultante pode ser do primeiro 
grau; neste caso diremos que o problema dado é do primeiro grau. 
Pode acontecer, porém, que à equação resultante seja do segundo 
grau; então O problema será do segundo grau. Portanto, 

O problema do segundo grau é aquele cuja tradução 
em linguagem algébrica dá origem a uma equação do 
segundo grau. ; 

A equação do segundo grau tem sempre duas raízes; mas, 

o problema do segundo grau pode ter duas soluções, uma ou 
nenhuma. As duas raízes da equação do segundo grau podem ser: 
a) reais ou imaginárias ; 
b) inteiras ou fracionárias ; 
c) positivas ou negativas ; 
d) racionais ou irracionais. 


Ora, nem todo O problema pode admitir como solução um 
número imaginário ou fracionário ou negativo ou irracional. 


Por exemplo, se à solução do problema é 3 idade de um in- $ 


“divíduo, esta não pode ser um número negativo ou imaginário. 
Se é o número de lados de um polígono, êste número não pode 
ser fracionário. Se é à profundidade de um poço (876) e achamos 
para a mesma dois valores positivos e diferentes, estamos diante 
de um absurdo! O poço não pode ter duas profundidades diferentes, 
é claro! 


Daí a necessidade de interpretar certas raizes singulares, . 


discutí-las, estudar-lhes a razão de ser, ete.. E” neste capítulo interes- 
sante da Matemática que consiste a discussão dos problemas do 
segundo grau. Neste parágrafo vamos apresentar alguns problemas 


riem veres mam e iaai 
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resolvidos mediante uma equação do segundo grau com uma in- 
cógnita. 


I. A diferença entre o quadrado de um número e o décuplo 
do mesmo número é 231. Determinar êste número. 


 Representando-o por x, teremos: 
z? — 10x— 231 = 0 
[ae Se (25 + 231 


Resposta. O problema admite duas 
soluções; 21 e — 11. Com efeito, 


e mn oa e a pt e e dom 


q= 505 16 
gv =2 212 — 10 X 21 = 281 
Ee (ny 10(- 11) = 281 


IL. A diferença entre o quadrado da idade de Carlos e o décuplo 
da mesma idade é 231. Determinar a idade de Carlos. 
Representando-a por z, teremos: 


a22-102-231 = 0 ! Resposta. Carlos tem 21 anos. A 
Da a | raiz negativa da equação é rejeitada 
dO 21 1 . = 
a | porque a idade de Carlos não pode ser 
z” =-11 | negativa. 


TIE.. Determinar dois números cuja diferença é 8 e cujo pro- 
duto é 240. 


Seja x o menor, o maior será x + 8. Portanto, 
xls + 8) = 240 
12 + 82-240=0 
c=-4+N164240 


i Resposta. Sendo 12 o número menor, 
! o maior será 12 + 8, isto é, 20. Sendo 
! —20 o menor, O maior será — 20 + 8, 
| isto é, — 12. Portanto, o problema ad- 
i 
I 
l 
l 


SS -4+ 16 mite duas soluções: 12 e 20 ou—20 e —12. 
x = 12 t r Com efeito, 20 — 12 = 8 e 20X12=240; 
z = — 20 -12 — (- 20) = 8'e C 12)(— 20) = 240. 


IV. Determinar as idades de Carlos e Raul, sabendo que sua 


diferença é 3-e seu produto, 240. 


Seja x a idade de Raul; a de Carlos será z + 8. Portanto, 


ata + 8) = 240 i Resposta. A raiz aceitável é 12; Raul 
g = 12 ! tem 12 anos, e Carlos, 20. A raiz nega- 
i 
T 


x” = — 20 ` l tiva é rejeitada. 
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V. Determinar dois números cuja soma é 20 e cujo produto 


“é 91. Generalizar. Mostrar quais as condições para que o problema ` 


seja possível. 


Observação. Em geral, os dois números pedidos são dife- 
rentes. 


Seja z o número maior; 
o menor será 20 -x. Logo, 


v(20- x) = 91 
20x-22-91] = 0 
2-207 +91 = 0 
q = 13 pheri 


Consideremos a primeira 
raiz, isto é, z’ = 13. Sendo 
13 o número maioi, o menor 
é 20-13, isto é, 7. Com efeito, 
13+7=20e13x7=91. 
A segunda: raiz deve ser re- 
Jeitada porque se o número 
maior fosse 7, o menor seria 
20 — 7, isto é, 13, o que é um 
absurdo. 


Seja x o número menor; o 
- maior será 20— x. Logo, 
“(20 -2) = 91 
20x —2z?--9] = 0 
z? — 20r +91 = 0 
T= TEET, 
Consideremos a primeira 
raiz, isto é, z’ = 13: Sendo 
13 o número menor, o maior 


absurdo. Portanto, a primei- 
ra. raiz deve ser rejeitada. 
Consideremos a segunda raiz, 
isto é, z” = 7. Sendo 7 o 
número menor, o maior é 
20-7, isto é, 13. Com efeito, 
7 + 13 = 2067X 13 = 91. 

Resposta. O número menor 
é 7 e o maior, 13. 


“Resposta. O número 
maior é 13 e o menor, 7. 


- Observemos que, quer num caso, quer no outro, a equação 
tem as duas raízes positivas. Ora, isto não significa que o pro- 
blema tenha duas soluções diferentes. Se à equação do problema 
é a mesma, quer % represente o número maior, quer represente 


o número menor, não é natural que a equação nos dê sômente 


um dêstes números; o que é natural e lógico é que ela nos dê os 
dois números ao mesmo tempo. E, assim, as duas raízes da equa- 
ção constituem a única solução do problema. 

Portanto, resolvendo problemas desta espécie, não é neces- 
sário dizer: seja x o número maior (ou o menor). E’ bastante dizer: 
seja x um dos números pedidos ; o outro será 20 — z, ete.. 


é 20-13, isto é, 7, o que éum 


AEE pote me 


sam 


As rir rei 


a 
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Generalização. Seja s a soma e p, o produto. Representando 
um dos números (o maior ou. o menor) por x, o outro será s--zg. 
Logo, 

z(s—-z) = p 
sz- -p = 0 


O problema terá solução se as duas 
raízes forem reais, o que exige que te- 
2 2 


nhamos 2 > p. Se tivermos T < p; 


A, = RS 
Ara : as duas raízes serão imaginárias (856) 





s s? e o problema não terá solução. Portan- 
Rad a BE to, para que o problema seja possível, 


L 
L 
l} 
L 
j 
L 
L 
l 
| 
lj 
i 
I 
l 
1 


é necessário que a quarta parte do 
quadrado da soma, s, seja maior qùe o produto, p, ou, no mínimo, 
igual a êste produto. Por exemplo, não existem dois números 


; 400 
cuja soma seja 20 e cujo produto seja 120, porque FA .< 120. 
BP 


. S . 2 ` Ja a 
- Quando tivermos — > p, os dois números pedidos serão 
diferentes; com efeito, 


4 X 
RA l E ' Fi So Ra Res 
= + lg po RANA 
E 


Quando tivermos Eq RE dois números pedidos serão iguais; 
com efeito, 
s 
v = =+0 
2 MA og r Eo RA AN 8 
bo SE = z5 
8 3 
z” = —— 0 
2 


Ora, se para o valor máximo de p, as duas raízes são iguais, 
conclue-se que, para dividir um númeró em duas partes cujo pro- 
duto seja máximo, é bastante dividir éste número em duas partes | 
iguais. : . 

VI. Quantos lados tem um poligono com 275 diagonais? 
Generalizar. . 

Representando por n o número de lados e por d, o de dia- 
gonais, já sabemos que: 


nin — 3) 
ad 





(E.M.T.V.§ 131) 
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Substituindo d por 275, teremos: 
o nn-3 
275 = 2 
550 = n2 — 3n 
a n2 — 3n — 550 = 0 


3 [9 
ARE ri a + 550 


A raiz negativa deve ser recusada porque o número de lados 
de um polígono não pode ser negativo. Portanto, o polígono tem 
25 lados. 

Generalização. Quantos lados tem um polígono cujo número 
“de diagonais é d? 


47 
2 
n'=25 n” = —22 


3 
n = TE 


dt ar cu a a A OD e 


Tomando a fórmula d = nin — 3) 


» e dela deduzindo o valor 
de n, em função de d, teremos: 


dd = =3n i Esta fórmula nos dá o número 
Aen aad S À ! de lados de um polígono, em fun- 
I ção do número de diagonais. Mas 
PRE 3+V9+8d | ela pode desdobrar-sé em duas, 
2 1 & saber: 
PR ORE a) RE ARE (2) 


Ora, n’ é sempre positivo, ao passo que n” é sempre negativo 
porque, evidentemente, V9+8d>3. E, considerando que o 
número de diagonais de um polígono não pode ser negativo, segue- 
se que a fórmula que resolve o problema é a fórmula (1). 

“Entretanto, esta fórmula contém um radical do segundo grau 
e, se o binômio 9 + 8d não for um quadrado perfeito, o valor 
de n será irracional e, consequentemente, o número de lados será 
também irracional, o que é um absurdo, porque o número de lados 
de um polígono não pode ser um número irracional; deve ser um 
número positivo e racional. Logo, para que O problema tenha 
solução, o número dado de diagonais não pode ser qualquer; é 
necessário que o binômio 9 + 8d seja quadrado perfeito. 

Satisfeita esta condição, seja d um número par ou ímpar; 
8d será sempre um número par, e 9 + 8d um número ímpar; 


- = 2 + NBS AS 
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logo, V 9 + 8d será um número impar, e 3 + 1/9 + 8d um número 
par, isto é, sempre divisível por 2. l 

Em resumo, para que o problema proposto tenha solução, é 
necessário e suficiente que o binômio 9 + 8d seja um quadrado 
perfeito. : 


VII. Determinar dois números cuja soma é 12, e cuja soma 
dos quadrados é 74. Generalizar. Mostrar em que condições o pro- 
blema é posstvel. A 


Seja x o número menor; O 
maior será 12— x. Logo, 
2+(12—- T} =-74 
r2+144— 24r +r? —74 = 0 
242 — 247470 = 0 
z? — 12r+35 = 0 
tt 


“og=To df =5 


Seja x o número maior; o i 
menor será 12- x. Logo, l 
r2 + (12 — r? = 74 À 
r24 144 -24r +r? -74 = 0 l 
f 2x2 — 24r+70 = 0 ! 
z? — 12x+35 = 0 1 
ga7o o m=5 i 
Ráciocinando como fizemos em relação ao problema V, con- 
eluímos que as duas raízes constituem a única solução do problema, 
isto é, os dois números pedidos são 7 e 5. 

Generalização. Representemos a soma dos dois números por 8, 

e a soma dos quadrados dêstes mesmos números por 5. 
Observação. Para estudar as condições de possibilidade de um problema 
com duas incógnitas, é necessário considerar um dos dados como constante, 


e determinar os limites dentro dos quais o outro dado pode variar. 
2+(s-s)=8 Para que o problema tenha solu- 
2+S2-20+27-S=0 
2a? — 2st + 2- 8S = 0 
apa V42-8(2—5) 
4 


equação sejam reais, o que exige 
98 œ. Considerando s como cons- 
tante, o problema é possível quando 
o dôbro da soma dos quadrados é 
igual, no mínimo, ao quadrado da 
soma. Por exemplo, não existem dois 


4. números cuja soma seja 10, e cuja 
2 AS 82) soma dos quadrados seja 40, porque 
aS da doa) a O ; 
O valor mínimo de 28 é s?, su- 

s+V2S-s 3 s 
-o pondo 28 = 3, teremos z“ = ze 


mm g m ag ea mn A IS US A A 0 A a A A a a a ri eE 


ção, é necessário que as raízes da . 
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> Portanto, para dividir um número em duas parcelas 


2 
cuja soma dos quadrados seja a menor possível, isto é, mínima, 
devemos dividí-lo em duas partes iguais. 


gz” = 


76. O problema do poço. O espaço percorrido por um 
r 2 
corpo que cai livremente é dado pela fórmula e = E na qual 


e representa o caminho percorrido pelo corpo, g a aceleração da 
gravidade, que é mais ou menos igual a 9,81 e t, o tempo em 
segundos, empregado pelo corpo para atingir o solo ou qualquer 
obstáculo que o detenha em sua queda: Por exemplo, se soltar- 
- mos uma pedra, da janela de um edifício, e se esta pedra, caindo 
“livremente no espaço, chegar ao solo depois de 6 segundos, fica- 
remos sabendo que a altura da janela, em relação ao nível da 
rúa, pane i > 2E 9,81 X 18 = 176,58m aproximadamente, 
não levando em conta a, resistência do ar. 

- Aprendemos também em Física que a velocidade do som, 


no ar, é de 340 metros por segundo. Isto pôsto, vamos resolver - 


o clássico problema do poço. 

Um indivíduo deixa cair uma pedra dentro de um poço e mede 
cuidadosamente o tempo decorrido entre o momento em que largou 
a pedra, e o momento em que lhe chegou aos ouvidos o rutdo da pedro, 
ao chegar ao fundo do poço. Qual a profundidade dêste ? 

Só temos um dado para resolver êste problema: é o tempo 
mencionado no mesmo e ao qual chamaremos t. Mas êste tempo 
t se compõe de duas parcelas; a saber:. o tempo m, durante o 
qual a pedra chegou ao fundo do poço, e o tempo n, durante'o 
qual o ruído da queda da pedra no fundo do poço; chegou ao 
ouvido do observador. 

Representando por x a profundidade do poço, e lembrando 
que o espaço percorrido por um corpo que cai em queda livre, 

x 2 | 


é dado pela fórmula e = E, teremos: 


A TTT Eoo P 21/25 
a sS 2e=9m eA E m= 7 (1) 


EA A ranma 


teia 


DO a 


PR. À 
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Portaria aaa, 





Representando por x a profundidade do poço, e lembrando 
que o espaço percorrido pelo som é dado pela fórmula e = vt 
(sendo v = 340 metros), teremos: á 


T =N.’ n 5 (2) 


Somando as equações (1) e (2), e lembrando quem +n =, 
teremos: 


2x z a 48 
— = j- > 3 
“o 0 au 

A equação (3), cuja incógnita é x, é uma equação irracional. 
(873) Elevando ambos os membros desta equação ao quadrado, 
teremos: 


2x 
Empates D 
g v 








2x r o T? 2x 2x 
— = [2 eE IÉIO Ea EE EE E s 
g v v? v? v g Ta P 
a t LNS 
E -28(5 + a) tº=0 (4) 


Caleulando o discriminante desta “equação, teremos: 
> 
, t 1 42 4? -8 CA 4? 
be amo = 4 ($ Se Read ee e qa 
v m g v? v? + vg E g? pe 
Êste binômio é, evidentemente, positivo; portanto, as duas 
raízes da equação (4) são reais. E 
Dividindo ambos os membros da equação (4) por 2, e resol- 
vendo a equação resultante, teremos: | l 


, 


g2 


ft 1 jo i 
aeh t) 0. 
MA J EN 
a N ae 

] 


y2 


F Observando a equação (5) é fácil concluir que as duas raízes 
são positivas; o que, aliás, podíamos imediatamente deduzir da 





(5) (*) 


gz = 


() Não convém modificar a forma desta equação. 
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equação (4). - Com efeito, nesta equação, temos b < 0 e c> 0; 
portanto, as duas raízes da equação (4) são positivas. (968) Entre- 
tanto, o poço não pode ter duas profundidades diferentes, é claro! 
Qual é, pois, a raiz que deve ser recusada? E’ a primeira, é x”, 
porque, com evidência, 


-t 
ù: t v? 
t> — n.d > Xam ln e O 
1 E) 1 
Era 
Ora, sendo x’ > vte z = un, (2), teremos on > vt .'.n>t, 


o que é absurdo, porque, sendo t = m + n, forçosamente, n < +. 
Portanto, a raiz que convém ao problema é x”, e à profundi- 
dade do" poço é dada pela fórmula 


pie de K t L) e 
v E; g v + g) ? 
: uv 
Resta-nos explicar a origem da raiz x” que, como já vimos, 
deve ser rejeitada. A equação (3) foi elevada ao quadrado. Por- 


tanto, introduzimos nesta equação uma raiz estranha (873) que 
convém à equação r 


x 


== 


EM e nã 


g v 


77. O problema das luzes. Dois focos luminosos de iñ- ` 


tensidades diferentes estão situados em dois pontos À e B. De- 
“terminar na reta que passa por êstes focos, um ponto igualmente 
iluminado por ambos. à 


“Seja d a distância AB; a? e b2 as intensidades dos dois fo- 
cos situados respectivamente nos pontos A eB. 


Ú 
(a?) A C - BO) C 








Saeaon 
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A intensidade de um foco luminoso é a quantidade de luz que 
êle envia a um ponto situado a uma unidade de distância. Apren- 
demos em Física, que a intensidade de um foco luminoso varia 
na razão inversa do quadrado da distância do foco a êste ponto. 
Suponhamos, para fixar idéias, que a intensidade de um foco 


luminoso é de 800 velas; para um ponto situado a um metro de 


distância, a intensidade dêste foco é de 800 velas; para um ponto 
situado a 2 metros, a intensidade é 800 + 22, isto é, 200 velas; 
para um ponto situado a 4 metros, a intensidade é 800 + £, 
isto é, 50 velas, etc.. 

Isto pôsto, suponhamos o problema resolvido, e seja Co 
ponto igualmente iluminado pelos dois focos; façamos AC = 2 
e BC = d- x. Em virtude do citado princípio de Física, teremos: 














TE b? o i ad — az = br... i IS ad sa 

x? (d— a)? i l atob 

qa b z l ; ra | Be a 

w goek Ue ços o O 

a _ +b . i E KEN > a 

£ T d-£ Ca 1 z(a + b) = ad e, T T Td 
Vamos agora discutir êstes dois valores de 2. 


1.º hipótese. a? > b. Portanto, a > b. 
Sendo a > b, as duas raízes são positivas. Consideremos a 
e 
ato 


menor que 1. Logo, d X PETT é maior que z? porém menor que 





Tae. A t 1 
primeira. Sendo a > b, a fração é maior que 5 porém 
d 


d; isto é, a primeira raiz, x’, determina um ponto C, mais próximo 
de B do que de A. >`. 
` Consideremos a segunda raiz. A fração 





a 
é maior que d, istó é, a segunda 





maior que 1. Logo, d X RE 
raiz, x”, determina um ponto C”, situado á direita do ponto B. 
28 hipótese. a? < b?. Portanto, a < b. 


: Š E e z a 
Sendo a < b, a primeira raiz é positiva. A fração 


+ 


; 1 
é, neste caso, diferente de zero e menor que z” LOBO cas es 





a 
o 


a OR 
E! é positiva, e 
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dx pes ia é maior que zero; porém menor que —, isto é, a 
a+b 2 


primeira raiz determina um ponto C, situado entre À e B, e mais 
próximo do ponto A que do ponto B. 


+ > 
(04 (a2) à C B (b2) 











nm] 
z d-z 





o T ; o 
Consideremos a segunda raiz. A fração Ty sendo a < b, 
; a 
é negativa e maior que 1, em valor absoluto. Logo, d X T 
é um número negativo, isto é, a segunda raiz determina um ponto 
C’, situado à esquerda do ponto A. (§§31 e 80) 
3.º hipótese. a? = b2. Portanto q = b. 


Sendo a = b, teremos, para as duas raízes: l 








m g j fo que ao q ? = a 
E SR (Xmas 3 
w i q 
aoa a aE 
7 d E ; , 
Sendo x mo esta raiz determina um ponto C, situado 


entre A e B, e à igual distância dos pontos A e B, o que é evidente 


porque os dois focos, situados respectivamente nos pontos A- 


e B, têm a mesma intensidade. 

Em relação à segunda raiz, lembremos que o simbolo œ% 
representa a impossibilidade absoluta de se resolver o problema. 
(833) Portanto, não existe um segundo ponto, situado à direita 
de B ou à esquerda de A, igualmente iluminado pelos dois focos. 
O que é evidente, se lembrarmos que os dois focos têm a mesma 
intensidade. Entretanto, o segundo valor de v, isto é, s” = 00, 
pode ser interpretado como indicando a existência de um ponto 
situado a uma distância infinitamente grande dos pontos A e B. 
Realmente, para êste ponto, a distância que separa os dois focos 
é nula: os elementos finitos são nulos em relação ao infinito. 
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Nestas condições, os dois focos, tendo a mesma intensidade; 
iluminarão (teôricamente) com a mesma quantidade de luz, um 
ponto da reta AB, cuja distância ao ponto À ou ao ponto B seja 
infinita. 
4.º hipótese. a = be d = 0. Neste caso, teremos: 
E 0 
Á att 
v=0 e z” = — 
0 
Se a distância entre os dois focos é nula, e êstes têm a mesma 
intensidade, é evidente que o ponto C, situado entre os dois focos 
e, portanto, a uma distância igual a zero, de ambos, é um ponto 
igualmente iluminado. Esta é à interpretação de z’. Quanto ao 
valor de x”, é fácil interpretá-lo; se os dois focos têm a mesma 
intensidade 'e estão reiinidos em um mesmo ponto da reta AB, 
qualquer outro ponto da mesma reta recebe, evidentemente, de 
ambos, a mesma quantidade de luz; eis por que o valor de x” é 
indeterminado. | : 9 l 
' Observação. Um dos problemas mais importantes do segundo grau é 
o da divisão de um Segmento retilíneo em média e extrema, razão, também 
chamado divisão áurea de um segmento retilineo; êste problema, -será resolvido 
oportunamente. (8100) ) 3 Ê 
E Exercícios. Série XLI E 


Resolver os problemas que se seguem, com uma incógnita; interpretar 


“as raízes negativas. 


1. A soma dos quadrados de dois números consecutivos é 61. Deter- 
minar êstes números. 
2. A soma dos quadrados de três números consecutivos é 50. Deter- 
minar êstes números. 
3. Determinar dois números fmpares consecutivos cuja soma dos 
quadrados seja 202, É pa 
4. Determinar três números pares consecutivos cuja soma dos quadra- 
dos seja 116. AN ; : 
5. Qual é o número que, somado com a sua raiz quadrada, dá 240? 
N. B. Represente-se o número . por 22. i 
6. Do triplo do quadrado de um número, subtraindo o quíntuplo dêste 
mesmo número, resta 50. Qual é o número? 
7. Decompor 40 em dois fatores cuja soma seja 13. 
8. Decompor 42 em duas parcelas cujo produto seja 432. 
--À soma dos quadrados de 4 números consecutivos é 294. Determi- 
nar os 4 números. 
10. A diferença entre o dóbro do produto de dois números consecutivos 
e o quíntuplo da soma dos mesmos é 115. “Determinar os dois números. 


— 
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11. Determinar dois números cuja diferença é 4 ə cujo produto é 165. 
12. Determinar dois números euja diferença é 5 e cujo produto é 300. 
13. Quais são os dois números euja soma é 24 e cujo produto é 143? 
14. Comprei algumas peras por Cr.$21,00. Se tivesse comprado mais 
5, com o mesmo dinheiro, cada pêra custaria Cr.80,35 menos. Quantas peras 
comprei? k 21 i 
Solução. Seja x o número de peras; cada uma me custou — Se eu 


E a diferença de 





tivesse comprado x + 5, cada uma me custaria a 
preços sendo Cr.$0,35 teremos: T+ 
22 21 

sv ato 

15: Comprei alguns metros de sêda por Cr.$231,00. Se tivesse comprado 
mais 4m com o mesmo dinheiro, cada metro custaria Cr.$5,60 menos. Quan- 
tos metros comprei? Ei 

16. Comprei alguns metros de sêda por Cr.$480,00. Entretanto, se O 
negociante abatesse Cr.$3,00 em cada metro, eu poderia comprar 8m mais 
com a mesma quantia. Quantos metros comprei ? 

17. A diferença de dois números é 3; a diferença entre a razão direta e 
a razão inversa dêstes mesmos números é 2%o. Determiná-los. 

18. A soma de dois números é 5; a soma de suas fazões direta e inversa 
é 13%. Determiná-los. IE 

19. A soma de dois números é 13. Somando o maior dos dois números, 
com o produto dos mesmos, resulta 48. Quais são os dois números? 

20. Multiplicando três números consecutivos e dividindo o produto su- 
cessivamente, por cada um dos três fatores, a soma dos quocientes é 74. Quais 
são os três números? 

21. As idades de três irmãos são três números ímpares consecutivos. Se 
dividirmos o produto delas, sucessivamente, por cada uma delas, a soma dos 
quocientes será 143. Quais são as três idades? 

22. Quero distribuir Cr.$60,00 igualmente entre um certo número de 
pobres. Mas, se aparecerem nã hora da distribuição mais 4 pobres, a parte 
de cada um ficará diminuída de Cr.$1,25. Quantos são os pobres? 

Observação. Interpretar a solução negativa; formular um problema 
de modo que a sua solução seja a raiz negativa. 


23. Comprei um certo número de sacas de café por Cr.87 200,00. Se 
cada saca custasse Cr.$30,00 menos, eu poderia comprar 12 sacas mais. Quan- 
tas sacas comprei; e qual o preço de cada uma? 

24. Quais os dois números consecutivos cuja soma dos recíprocos é 136? 

25. Quais são os dois númcros cuja soma é 11, e cuja soma dos recípro- 
cos é 1Ms? 

26. Antônio faz um trabalho em 4 dias menos que Raul; trabalhando 
juntos fazem o serviço em 2/5 dias. Em quantos dias, cada um dêles, traba- 
lhando só, fará o mesmo serviço? 

27. Duas torneiras, abertas ao mesmo tempo, enchem um tanque em 
2 horas e 55 minutos. Em quanto tempo cada uma delas, correndo só, enche- 
rá o mesmo tanque, se uma delas o enche em 2 horas mais do que a outra? 





= 0,35 
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28. Dois operários fazem um certo serviço em 6 dias. Um dêles, traba- 
lhando só, faz o mesmo serviço em 5 dias mais do que'o outro, se êste também 
trabalhar só. Em quantos dias, cada um dêstes operários, trabalhando só, 
faria o mesmo serviço ? f 
, 29. Um grupo de estudantes cariocas decidiu visitar os seus colegas pau- 
listas. A despesa foi orçada em Cr.$1 600,00. Mas, tendo 4 estudantes desis- 
tido, à última hora, a parte de cada um dos que. fizeram a viagem ficou acrc- 
seida de Cr.$20,00. Quantos estudantes tomaram parte na excursão ? 

- 30. Um grupo de estudantes paulistas decidiu visitar os seus colegas 
cariocas. A despesa foi orçada em Cr.$2 520,00. À última hora, mais 6 es- 
tudantes aderiram à excursão, de modo que a despesa para cada um dos ra- 
pazes ficou diminuida de Cr.$14,00. Quantos estudantes tomaram parte na 
excursão ? 

- 8L Vendendo um relógio por Cr.$131,25, ganhei tantos por cento, quan- 
tos cruzeiros êle me custou. Quanto paguei pelo relógio? 


32. Vendendo um anel por -Cr.$596,40, ganhei tantos por cento, quan- 


tas notas de dez cruzeiros êle me custou. Quanto paguei pelo anel? 

33. Em que sistema: de numeração o número 234, escrito na base deci- 
mal, se escreve 453? 

Observação. Representando a base do sistema por x, teremos: 
4x2 +5X2+3=2H 

34. Em que sistema de numeração o número 314, -escrito na base deci- 
mal, se escreve 472? Aei 

35. Em que sistema de numeração o número 77, escrito na base decimal, 
se escreve 302? É 

. 36. Um número tem 2 algarismos; o das dezenas é o quadrado do das 
unidades. Determinar êste número, sabendo que, se lhe subtrairmos 18, re- 
sulta o mesmo número invertido. É 

37. Um número é constituído por dois algarismos cuja soma é 8. Mul- 
tiplicando os dois algarismos e somando 38 ao produto, resulta o mesmo nú- 
mero, invertido. Determinar êste número. 

38. Um ciclista, caminhando com movimento uniforme, percorrcu 60km, 
durante um certo número de horas. Entretanto, se êle corresse mais 2km por 
hora, faria a sua excursão em uma hora menos. Qual foi a sua velocidade? 

39. Uma avenida tem 2 100m de comprimento. Um estudante percor- 
reu-a a pé e verificou que, se tivesse andado mais 6m por minuto, teria che- 
gado 4 minutos e 30 segundos mais cedo, ao fim da avenida. Qual foi a sua 
velocidade ? j 

40. Um alfaiate tem duas peças de casimira inglesa, cada uma das quais 
custa Cr.$1 320,00. Uma peça tem 2 metros mais que a outra, porém, o me- 
tro desta custa Cr.$6,00 mais que o metro daquela. Qual é o comprimento de 
cada uma das peças? 

41. Sc aumentarmos 3m em cada um dos lados de um quadrado, a área 
dêste tornar-se-á igual a 12Im?, Quanto mede o lado do quadrado ? 

42. Se aumentarmos 2m a um dos lados de um quadrado, e 3m ao lado 
consecutivo, a área do retângulo resultante será de 56m?. Quanto mede o 
lado do quadrado? 
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43. Calcular as dimensões de um retângulo cuja área é de 120m? e cujo 
ímetro mede 46m. ; 7 
P A diferença entre as dimensões de er retângulo é de 3m; a área 
é de 108m?. Calcular as duas dimensões. À a 
E "S. Dois E partiram ao mesmo tempo de uma cidade para visitar 
uma outra situada a 120km da primeira. O primeiro, correndo com uma, je 
locidade de 2km por hora, mais que o segundo, chegou 2 horas mais cedo. 
l idade de cada um? ! 
e A por Cr.$21,00, perdendo neste negócio tantos por 
cento quantos cruzeiros êste objeto me custou. Calcular o custo, F 
47 Um: negociante comprou alguns chapéus por Cr.$720,00 e vendeu-os 


“a Cr.865,00 cada um, ganhando, na venda de todos os chapéus, o preço de l 


custo de um dêles. Quanto Ihe custou cada chapéu? 


48. A correnteza de um rio tem uma velocidade de 2km. Um barco desce 


o. rio numa distância de 4,2km e depois pone e sao e Pa realizando 
vi 2 horas, ida e volta. Qual é a velocida e do barco j 
E Ne Ee de um quartel há um grande pátio quadrado A 
aos EE militares. Em redor do pátio existe uma calçada S 
de largura. A área da parte não calçada está para a Área total do pátio, 
assim como 16 está para 25. Quanto mede o lado do pátio? 
—* 78. Problemas do segundo grau com duas incógnitas; 
sistemas do segundo grau. Consideremos o seguinte problema: 
Determinar dois números cuja soma é 28 e cuja soma: dos 
uadrados é 400. n ; ê ] 
i Representando os dois números respectivamente, por £ e Y, 


podemos. escrever as seguintes equações: 
x Hy 28 (A) 
z? + y2 = 400 f. : | 
Estas duas equações são distintas: porque cada uma delas 


traduz uma relação diferente, entre os dois números pedidos; são 
simultâneas porque devem tér as mesmas raízes. E ambas formam 


Il 


stema. 7 . 
E Um ay equações simultâneas é do 1.° grau, tan 
as equações que o compõem, são do primeiro grau; é do o o 
grau, quando a equrção de grau mais elevado é pa o E o 
é do terceiro grau, quando a equação de grau mais e a o édo 
terceiro grau; e assim por diante. O sistema (A) é do segundo grau. 

Neste capítulo trataremos' sômente dos sistemas de equações 
simultâneas do segundo grau, com duas incógnitas. | 

Para resolver um sistema do segundo grau, é necessário 
eliminar uma das incógnitas. E o método mais simples de elimi- 





aaaeeeaa ci a, 


dei io 
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nação, quando uma das equações é do primeiro grau, em relação 
& uma das incógnitas, é o de eliminação por substituição. 
No sistema (A), tirando o valor de y, da primeira equação, 
e entrando com êle na segunda, teremos: 
Da equação x + y = 28, de- 
duzimos: 
t = l6 .'’. y = 12 
z = 12.. y = 16 


yY = 28 -zr 
x? + (28 — x)? = 400 
T?+784 — 56r+z? = 400 
2x? — 56x + 384 = 0 
x£? — 287 + 192 = 0 
v=16 q" = 192 
rentemente, o problema te 
solução é uma só. (975, V) 


Suponhamos agora que a tradução do enunciado de um pro- 
blenia, em linguagem algébrica, deu origem ao seguinte sistema: 


aky = 7 ; | 
dc ga ) (B) 
E’ também um sistema do segundo grau. Tirando o valor 


de y, da primeira equação, e entrando com éste valor na segunda, 
teremos: . ; 


y = 7- zr 
r+ (7-2 = 11 


Portanto, os dois números pe-. 
didos são 16 e 12 ou 12 e 16. Apa- 
duas soluções mas, na realidade, a 


“o mm em em em em em me mt que mm mo 


5 


Il 


Chegamos assim a uma equa- 
ção do quarto grau, em x. Ora, 
e a 49-1422+24-11 = 0 os métodos gerais a resolver 

equações quaisquer de grau su- 

oe e +38=0 perior ao segundo, não são estu- 
dados no curso secundário; por consequência, estamos impossibi- 
litados de resolver a equação final a que nos conduziu o sistema B. 
De um modo geral, quando se resolve um sistema de duas 
equações simultâneas do segundo grau, e no qual ambas as equa- 
ções são do segundo grau, a equação final a que se chega, pela l 
eliminação de uma das incógnitas, é do quarto grau. Se esta 


ves ams um fume paw fama pues pues 


“equação final for biquadrada, poderemos Tesolvê-la; ($72) mas, 


se for uma equação qualquer, nada, por enquanto, poderemos 
fazer. 
Portanto, devemos limitar o nosso trabalho à resolução de 


sistemas do segundo grau no qual uma das equações é do primeiro 
grau. ; À 
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79, Artifícios de cálculo para O segundo grau. A re- 
solução dos sistemas do segundo grau pode ser simplificada, 
mediante o emprêgo de certos processos particulares aos quais, 
por brevidade, daremos O nome de artifícios de cálculo para o 


segundo grau. 
s+y=1ll 
ay = 28 


I. Resolução do sistema 

Se a soma das incógnitas é 11, ese o produto é 28; segue-se 
que x e y são as raízes de uma equação do segundo grau, da forma 
2+pz+q=0,na qual p =-—lleq= 28. (870) E” bastante, 
pois, resolver à equação o 


22—112 +28 =0 Resposta. A solução do sistema dado é 





i 
i p= N 
u + Vizi—1li2 | 
z = sg l, y= 4 A 
11+3 | Observação. O método geral para re- 
den ! solver sistemas do segundo grau, nos 
o “4 dará também a outra solução, isto é, 
g=>7 y=aA Ig=4 e y=. 


Aplicação. Determinar as dimensões de um retângulo cuja 
área é de 60m2, sendo a soma das dimensões igual a 17m. 


Representando o comprimento por ve a largura por y, teremos: 


r+y=17 i 
À xy = 60 i Resposta. As dimensões do retângulo - 
2-172 + 60=0 | são 12m e 5m. 

=12 y=5 ! 


Generalização. Determinar dois números cuja soma é s, 6 cujo 
produto é p. 
Representando os dois números por x e y, teremos: 











gty=sa 3 g 1 Para que o pro- 
; m=pis= + q roo seja possível, 
2— sz +p = 0 1 i é necessário que 
= ! 
$ g RS om | 8 
ge ad (gene CO Dao 


arara rem cima eme 
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Quando se atribue a p O seu valor máximo, isto é, o o 


radical se anula, e os valores dez e y. são iguais, isto é, = 
Portanto, 2 

Para dividir um número em duas partes cujo produto seja 
máximo, é preciso dividi-lo em duas partes iguais. (867, ID) aa 

il. Resolução do sistema Ca 

xy = 55 
Fazendo y = —t, teremos sucessivamente: 
( s+ t= 6 ; x+ t=6 
l E S DO O = gt=-55 

Portanto, xet são dois números cuja soma é 6 e cujo produto 
é — 55. Logo, raciocinando como no artifício I, teremos: 
z2 -— 6r- 55 =0 | 


Li 


Resposta. A solu- 


i 
T 
=a ENOI Do Soi i 
z =3 V9 +55 1 7 | ção, em números positi- . 
g=3+8 ! y = -(-5) | vos, do sistema dado é . 
=-5 ıı w y= 5 


Observação. Se fizermos z = —t, teremos, sucessivamente: 
fera o El o eia a = face 

- ty = 55 ty = 55 “Vy=-unfo dy=-H 

E acharemos assim a segunda solução do sistema. 

Aplicação. A diferença entre as idades de dois irmãos é 4, 


e o produto das mesmas é 165. Determinar as duas idades. 
Representando a idade maior por x e a menor por y, teremos: 


-y = 4 £ stHt=4 
= = [6 Bazende y -ef = Ba 


2 — 42 — 165 = 0 


i ! 

DEEA) ! 
2=2+V4 + 165 E Resposta. As duas 
Zoe sapo Lo gre E ! idades são 15 e ll 

z = 15 ı anos. 
= 1 

ds E ! 

Observação. Fazendo x = ~ t, acharemos a segunda solução 


do sistema, x = — 11 ey = — 15, que não convém 20 problema. 
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Generalização. Calcular as dimensões de um retângulo cuja 
área é s, sendo a diferença das mesmas dimensões igual à d. 
Representando o comprimento por xe a largura por y, teremos: 


e Fazendo y = -t fa Ego 


Ly = S$ ti = — s 


z2 —dz—s= 


? Resposta. As duas 
d d 
ity te 


dimensões do retângulo 


i i 
I l 
i ) 
a A l são: 
—— Í E À =r 
d d? ia e Dum d2 cl js Ja? d 
omit Ta TERNG N E 
d d? e oii 1 d2 d 
TEN AIN 


“Este problema é sempre possível, sejam quais forem os va- 
lores atribuídos a s e a d. Quando s = 0, uma das dimensões se 
anula, o que é evidente. Quando d = 0, cada uma. das dimensões 


se reduz a V s, isto é, tornam-se iguais, o que é também evidente, ` 


- porque, se à diferença entre as dimensões de um retângulo é 
igual a zero, êste retângulo é, na realidade, um quadrado; por- 
tanto, suas dimensões são iguais, respectivamente, à raiz qua- 
drada da área do quadrado. 
: T ; r+y=ll 

TII. Resolugag do sistema ( e a À (A) 

Observação. O sistema (A) não se altera, evidentemente, 
substituindo x por y, e y por x. Eis por que êste sistema é cha- 
mado simétrico em x e y. 

Já resolvemos o sistema (A) pelo artifício I; vamos resolvê-lo 
novamente com outro artifício não menos elegante, e que dispensa 
o teorema já conhecido. (869) Tudo consiste em tirar do sistema 
dado, o valor de x— y. Elevando a primeira equação ao quadrado, 
e multiplicando a segunda por 4, teremos: 

PAHZeyty? = 120 RAR 

( day = N2/ Ty t3 (B) 

Combinando a primeira equação do sistema (A) com as duas 
equações (B) teremos: 


wy ty? =! 


; 
Apt te ei per er eme rmm 
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A £=7 Eoo . fr=4 
TERESA ut) NS 3 Eo. 


As duas soluções do sistema (A) são simétricas, como era de 
prever, pois que o sistema é simétrico em 7% e y. 

a m z—-y= 6 , 

IV. Resolução do sistema ( = E (A). 

Já o resolvemos pelo artifício II; podemos resolvêlo com 
outro artifício bastante simples. Elevando a primeira equação 
ao quadrado, e multiplicando a segunda por 4, teremos: 

z? —2ry+y2=36 ua Siad ; a 
( 42y=220 [ > E +2ryty=256 .". s+y=+16 (B) 
4 Combinando as duas equações (B) com a primeira equação 
do sistema (A), teremos: - 


thy=161 . fe=11) ! fztry=-16) . fa=- 5 l 
x-y= 6f `` y= 5f i Įz-y= 6f: =-—1 f 
2a Ê 
o fics ; 249 a (1) 
V. Resolução do sistema E dE RE (2) (A) 
- O artifício para resolver êste sistema consiste em tirar do 
mesmo, o valor dez — y. 





Elevando (2) ao quadrado ..... T? -+ 2zy + y2 = 64 (3) 
Diminuindo (1) de (8) aaau aaau. 2xy = 30 (4) 
Diminuindo (4) de (1) ......... z? -—-2y +y= 4 (5) 
Extraindo a raiz quadrada de (5) ....1... =y = +2 (B) 


Combinando a segunda equação do sistema (A) com as duas 
equações (B) teremos: $ 


os) e rs E) 


As duas soluções são simétricas, visto que o sistema (A) é 
simétrico em z e y. ` - 

Aplicação. Determinar as dimensões de um retângulo, sa- 
bendo que a soma das mesmas é 8 e que a soma de seus quadra- 
dos é 34. . à 

Representando uma das dimensões por ze a outra por y, 
teremos: i 
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ES o ! E’ o sistema resolvido acima. A solu- 

9 AE | ção do mesmo, éx = 5, y = 3 isto é, as duas 
i r? + y = 34 i ? 


dimensões medem respectivamente 5 e 3. 
Generalização. Determinar dois números cuja soma é s e cuja 
soma dos quadrados é q. 
Representando por x e y os dois números, teremos: 


fa (1) 
Cetu Ss (2) 
Elevando (2) ao quadrado ......... r2 + 2y + y2? = 2 (3) 
Diminuindo (1) de (8) essa urna gas 2ry = 2 -q (4) 
Multiplicando (4) por 2............ 4ry = 28º- 2q (5) 
Subtraindo (5) de (3) .............. x? — 2xy-+y? = 24-2 (6) 


Extraindo a raiz quadrada de (0).... s- y = + V2q — 82 
Considerando apenas o sinal +, porque o sinal — nos conduz 


à solução simétrica, teremos: Vs ADIA 
ae 7 B a 2 
s-y=NV2g-—s? Sr 2y =s- V2g—s? EE pr - y2q =s? 
“ E 2 A 


Para que o problema seja possível, é necessário: que os valores 
de z e y sejam reais, o que exige 2q > 2? ou g > a Portanto, q 
não tem máximo, mas tem um mínimo, Ao Logo, o problema é 
possível quando q, isto é, a soma dos quadrados, é maior que 


2 E 


= isto é, a metade do quadrado da soma dada s. Por exemplo, 


não há dois números cuja soma seja 10 e cuja soma dos quadrados 


seja 36, porque 36 < Au isto é, 36 < 50. . 


2 s 

t = py 

Fazendo 2q = 2, teremos: E 
Uia 


Portanto, para dividir um número qualquer em duas partes 
cuja soma dos quadrados seja mínima, é bastante dividí-lo em 
duas partes iguais e ambas positivas. 
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3 2 2 = f 
VI. Resolução do sistema E a So z (A) 


O artifício para resolver êste sistema, consiste em tirar do 
mesmo o valor de z + y. 


Elevando (2) ao quadrado. .... z? — 21y + = 16 (3) 
Subtraindo (3) de (Ns. ses assento 2ry = 42 (4) 
Somando (4) com (1) ......... z2? + 2zy + y2 = 100 (5) 
Extraindo a raiz quadrada de (5). ....... s+y= +10 (B) 


Combinando as duas equações (B) com a segunda equação 
do sistema (A), teremos: 


Ea ; Caa ! e ; E 
pegado © \y=3f ! \z-y= dg oo y= -7 
Aplicação. Determinar as alturas de dois postes, sabendo que 
a diferença das mesmas é de 4m, e que a soma de seus quadrados 
é de 58m?. Fore . 
“Representando uma das alturas por z e a outra por y, teremos: 


E’ o sistema resolvido acima. À solu- 
z =y 
py? 


1 
] RE 
4 ! ção do mesmo, em números positivos, é 
58 IT = 7ey= 3. A solução negativa não 

L 
Generalização. Determinar dois números cuja diferença é d, 
e cuja soma dos quadrados é q. 


Tl 


convém ao problema. 


Representando o número maior por x, e o menor por y, 


teremos: z -y Ra (1) 

e (2) , 
Elevando (1) ao quadrado ...... 2-2y+y = g (3) 
Subtraindo (3) de (2) ........... 2xy = q-d. (4) 
Somando (4) com (2) ........... 2 +2ry +y? =29-d2 (5) 


Extraindo a raiz quadrada de 6 rs +y= tyg- d? 


Considerando apenas o sinal +, teremos: 


N2g-d?-+d 
fety=Ni- ad. acc! === 
- \z-y=d o Ney- P-a] PE CECEN 
2 
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SRS ao cap Gates apa ai qn oe rig 


Consideremos os valores de z e y. O problema terá solução 
se êstes valores forem reais, o que é possível quando 2q > Ë, 
qg? r: Pe des 
ou q > a Portanto, q não tem máximo, mas tem um mínimo 
: 


que é FE Nestas condições, o problema é possível quando q, 
2 


isto é, a soma dos quadrados, é maior que 2 isto é, a me- 


tade do quadrado da diferença dada d. Por exemplo, não existem 


dois números .cuja diferença seja 10 e cuja soma dos quadrados 


. seja 36, porque 36 < = 


. x= + : 
Fazendo 2q = «2, teremos: d 
A 


“- Êstes resultados nos conduzem a uma conclusão interessante. 
“Consideremos um número qualquer, 10. Podemos escrevér êste 
número sob a forma de uma diferença, de uma infinidade de 
maneiras: 12-2, 13-3, 8- (—2), 7—(-8), etc.. A soma dos 
quadrados dos dois têrmos destas diferenças, não tem máximo; 
tem um mínimo, que se verifica quando os dois têrmos da diferença 
são simétricos, isto é, 5 e — 5. da 

O à ?-y=55) 1) 
VII. Resolução do a, ( e +y =f 0) 
E’ bastante dividir (1) por (2); resultaréz -y = 5. Portanto, 


s+y=11 ; 2=8) 
di—gy= 5 na y=3 J 
Deixamos aos estudantes o trabalho da generalização. 


; 2na 
VII. Resolução do sistema NE a E (1) 


t-y=4 (2) 
E hastante dividir (1) por (2); resultará z + y = 20. Por- 
tanto, E Fa 
do a Ly ="8 


Deixamos aos estudantes o trabalho da generalização. 
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. a 2 pipes 
XI. Resolução do sistema ne +y E E QD, (A) 


j cy = 15 (2) 
Multiplicando a equação (2) por 2 ....... 2zy = 30 (3) 
Somando (1) e(B........c. v+2ry+t+y? = 64 (4) 
Subtraindo (3) de (1) ..... ORA x? —2ey +y = 4 (5) 


Extraindo a raiz quadrada das equações (4) e (5) teremos: 
E O sistema (B) se desdobra em quatro 
( Zy = Fa ) (B) 1 sistemas que nos dão as quatro soluções 
RO id ic do sistema (A), a saber: 


taza} (555) (52) (5203) 


Generalização. Os estudantes poderão provar facilmente que 
o problema é possível quando a = 2b, substituindo 34 por a 


Dre Dre pea a ms 0 


e 15 por b. 
PER DO 
X. Resolução do sistema ( K o E E ) o (A) 
Elevando (1) ao quadrado.. g4 -— 2y? + yt = 250 (3) 
Multiplicando (2) por 2... 0...0. 2xy = 30 (4) 
Elevando (4) ao quadrado .......... 4z?y? = 900 (5) 
Somando (3) e (5) ..... z. Tt- 2ey yt = 1156 (6) 


Extraindo a raiz quadrada de (6). RR tE Y +34 (B) 


* Combinando as duas equações (B) com a equação (1) do 
sistema-(A) teremos: ; : j 


PHY = 34} ! q2+y = -34 
rp =" 16 i 2—2 = 16 
Se = 2A ! aa 
|y = 9f l y2 = —25 
c=+5 E a 
y=+3 i y-= 5i. 


Obtemos, assim, para o sistema (A) vito soluções, pela com- 
binação conveniente dos sinais dos valores de z e de y. Entre- 
tanto, as soluções do sistema (A) na realidade são quatro, a saber: 

z= +45) Jfr=-5 t= + v=—3 \ 

Epi RS \y=3 y = —5i f y = +5i f 


- 


Na 
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Observemos que a equação (2) do sistema (A) foi elevada ao 
quadrado; portanto (§73, HT) as outras quatro soluções, extranhas 


ao sistema (A), a saber: 
a e q =-3) 
+3 y = +5i y=-5if 
g2 ES y? 


r= +5 $ 
E o 
16 
zy = -15 


convêm ao sistema ( 
Substituindo a por 16 e b por 15, convidamos os estudantes 
a mostrarem que o problema é possível quando a > 2b. 


nl 


pa 


Exercícios. Série LXII 
Resolver, com duas incógnitas, os problemas dados pa série XLI, em- 
pregando, sempre que for possível, os artifícios do segundo grau. 
Resolver os sistemas que se seguem, pelos diferentes processos 
aprendidos, e apresentando sempre todas as soluções. 


L spy=10 | I. s-y= 9 i 2L p= 
EYRE ay = 36 +y = 2 
> stye is | 12 2-y=10 22n aS 
sy = 65 ! ty = 75 i E 
3 ty | B. H= 5 | 23. -y = 24 
zy = 80 1. q = 3 4) s-y = 6 
4 sry = 1l | M ety = o8 2 zy =-16 
R 12 1 per = AOS T 
5  gs-y = 10 ! 15. 29º = 29 i 25. -+y = 13 
sy = 75 ! r+y = TA ry =-6 
6 ago no l6 rty = 61 | 26. +y = 4l 
zy = 60 ! s-y =| gy =-20 
RR a NPR a a 
gy = 6 s-y = 21 ry =-3 
8% sr+y=13 ! 18. +p = 29 | 28. -y = T 
ty = 22 i o -y = 7 | zy =-12 
9% srs+y= 9 19; ey =D] (20, e R 
zy = l4 ! r+y = 3 ! ry =—7 
1o c-y= 9120 s= = -7 | 30. -y =-21 
ry = 10 1 tay add no cy = 10 


GEOMETRIA 


“CaríruLo VH 
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80. Princípio cartesiano ou lei dos sinais. Quando 
uma grandeza pode ser contada em dois sentidos opostos, se con- 
vencionarmos dar à grandeza contada em um sentido, o sinal mais, 
daremos à grandeza contada em sentido oposto, o sinal menos. 

O tempo pode set contado em dois sentidos: do presente 
para o futuro e do presente para O passado. Sendo positivo num 
sentido, será negativo no outro. As temperaturas são “contadas 
acima e abaixo de zero; se forem positivas acima de zero, serão 
negativas abaixo de zero; pode ser o contrário. 

x c o A B y 
— 4——— aM + 


Fig. 8 


Sôbre uma reta XY, tomemos um ponto fixo O, ao qual 
chamaremos origem. Nesta reta XY, as distâncias podem ser 
contadas nos dois sentidos indicados pelas flechas; convencionemos 
que as distâncias contadas de O para Y são positwas e as distâncias 
contadas de O para X são negativas ; poderia ser o contrário. 

Entretanto, estas convenções podem ser modificadas, de 
acôrdo com o problema proposto. (831) A 

A razão de dois segmentos pode ser positiva ou negativa; 
isto depende do sinal dos segmentos. Consideremos os segmentos 
OA e OB (fig. 8) tendo por origem o ponto O. Se o sentido OY 





O x e 
OB? a razão a a x 
o sentido OY é considerado negativo, teremos =". 
- OB +oOB 


é considerado positivo, teremos 
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a razão é positiva. Consideremos os segmentos OA e OC (fig. 8) 
tendo por origem o ponto O. Se o sentido OY é considerado 





OA A ; ' 
Z Og 2 razão é negativa; se o sentido OY 
é considerado negativo, teremos 


positivo, teremos 





; à razão é negativa. 


+ OC 
Problema. Em uma reta existem dois pontos fixos, A e B, 
cuja distância é 200 metros. Determinar nesta reta um ponto cujá 


razão das distâncias aos pontos Ae B seja igual a Ea 






x i A c B 





`` 
DM asi a a EI 


Fig. 9 


Seja Co ponto pedido, situado entre A e B. As distâncias do 


ponto C aos pontos A e B são respectivamente CA e CB. Em | 


Matemática, razão é sinônimo de quociente. Portanto, a razão das 
distâncias CA e CB é CA/CB. Poderiamos também escrever 
CB/CA mas, obedecendo inconcientemente à ordem alfabética, 
todos nós escrevemos CA/CB. A razão dada, 3/5, sendo menor 
que a unidade, é necessário que CA/CB seja também menor que 
a unidade. Eis porque colocámos o ponto C mais próximo de A 
do que de B. Façamos CA = ze CB = Yy; de acôrdo com o enun- 
ciado do problema, teremos. 
nÈ 3 . +y 3+5 . 200 8 


—— == Sr e a EDAEN D 


Y D 3 A; 3 


Sendo x igual a 75, vamos à figura e, a partir do ponto A, ` 


e para a direita, medimos 75 metros e localizamos o ponto C. 

Quanto a y, teremos y=200 -75.-. y=125. O ponto O é real- 

mente o ponto pedido porque a o e E Es 
| C ja CB D s 

Mas, não haverá na reta XY, e à esquerda do ponto A, um 

segundo ponto D, cuja razão das distâncias aos pontos fixos A 


a 3 ara 
e B seja igual a z? E o que vamos verificar. 
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Suponhamos que o ponto D satisfaz ao problema. Façamos 
DA = ze DB =y. De acôrdo com o enunciado do problema, 
teremos: 


xv 3 , z-y_ 3-5. Yr Is, 200 2 
Io aS re a r3 
Sendo x igual a 300, vamos à figura e, a partir do ponto À, 

e para a esquerda, medimos-300 metros e localizamos o ponto D. 
Quanto a y, teremos y=xz+200 .". y=300+200 .:. y=500. 
did DA z -300 3 

O ponto D é realmente o ponto pedido porque PERES 5005" 
Mas, não haverá na reta XY, e à direita do ponto B, um 
terceiro ponto E, cuja razão das distâncias aos pontos fixos A 


Il 


r" x =800 


e B seja igual a Pa E’ o què vamos verificar. 


x A B, die ro 





Fig. 11 


Suponhamos que o ponto E satisfaz ao problema. Façamos 
EA = ze EB = y. De acôrdo com o enunciado do problema, 
teremos: - b 


Ed | ERR SRS OS E 
E TG O ASR dan UR E Cn im DO 


Sendo x igual a — 300, vamos à figura e, partindo do ponto 
A, medimos 300 metros, não para a direita de A, como preten- 
díamos, mas para a esquerda, de acôrdo com o princípio cartesiano, 
e localizamos o ponto E, em D, como na fig. 10. 

Concluímos então que o nosso problema tem duas soluções: 
o ponto Ce o ponto D. Sob o ponto de vista aritmético, assim 
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re remar cri 


é porque = ou E é igual a = Entretanto, sob o ponto de 
, z ; à ; 
vista algébrico, o problema tem apenas uma solução. Com efeito, 
se tomarmos para origem dos segmentos CA e CB, o ponto C 
À Cx pra ares a Em ambos os 

(fig. 9), teremos CB SOB CB” TCB 





casos, à razão é negativa. 


CB! 
Se tomarmos para origem dos segmentos DA e DB, o ponto 
i Da E E Em ambos 
D, (fig. 10) teremos DE” 4 DÊ DE ~” IDB 








os casos, a razão é positiva. Logo, a solução algébrica 

t: Aa = 3 A ; 
do problema será o ponto C, se a fração dada a for negativa; 
sendo positiva, a solução do problema será o ponto D. 


81. Divisão harmônica. Teorema. Em uma reta existe 
um ponto, e sômente um, cuja razão das distâncias à dois pontos 


a 
fixos A e B, situados na mesma reta, é igual a uma razão Zada F 
Dizer que os pontos À e B são dois pontos fixos, significa 

a 
. que a distância AB é conhecida. A razão dada E pode ser me- 


nor ou maior do que a unidade, ou igual à unidade. 








|-—] 


mn i 
W C B 
Fig. 12 


~ 


1.º caso: T < 1. Seja I o ponto médio de AB, e d a dis- 


tância AB. Suponhamos o problema resolvido e seja M um pon- 


to tal que ME = F Não sabemos ainda qual é a posição exata 
do ponto M; estamos apenas supondo que o problema está re- 


solvido, e colocando o ponto M mais ou menos entre A e B, e ne- 
Sra : 
cessariamente à esquerda de I, visto que a fração sendo própria, 


é necessário que MA seja menor do que MB. Isto pôsto, teremos: 


qua PES a a aa at 
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MA a . MA+MB a+b , d _atb . ja tê 
MB b’ MA a SN ao “afb 


x r ; ad 
Ora, a expressão aritmética E tendo sempre um valor 


determinado, e sômente um, conclue-se que o ponto M existe 
realmente, estando situado entre À e B. Para localizá-lo, é bas- 


: ; : E : ad 
tante medir em AB, a partir de A, um comprimento igual a ECO 
Admitamos agora que o ponto M’, situado à esquerda de À, 


E M'A a 
seja tal que ~r = 


— Teremos: 
M'B b SES l 
MA a , M'B_b . MB-MA bra. d b-a, Ti ad 
MB b` MA a” M'A Cao e MAS mas Th- 


= la Aee ad 
Ora, a expressão aritmética RE tendo sempre um valor 


determinado e positivo (porque b > a), e sômente um, conclue- 

se que o. ponto M’ existe realmente, estando situado à esquerda 

de A. Para localizá-lo, é bastante medir em AB, a partir de A, 
: : ; d 

e para a esquerda, um comprimento igual a e 


E” evidente que, à direita de B, não pode existir um ponto M” 
ZA 





tal que MB sendo sempre uma fração imprópria, seja igual 
a ; E az rara 
a -y que, por hipótese, é uma fração própria. Aliás, se insistísse- 


mos na determinação do ponto M”, acharíamos para M”A o valor 


e. precedido do sinal menos, e o ponto M” se confundiria então 
com o ponto M’. (880) 


Mas o teorema diz que em uma reta existe um ponto, e 
sômente um, cuja razão das distâncias a dois pontos fixos À e 


na 5 a 
B, da mesma reta, é igual a uma razão dada E Entretanto, 


nós obtivemos dois pontos: Me M’. Como explicar esta contra- 
dição? Tal qual como fizemos anteriormente (880); se a ra- 


zão x é negativa, a solução é o ponto M; sendo positiva, a 


solução é o ponto M’. Portanto, 
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ME Ta ! Não levando em conta os sinais, teremos: 
a E MA _ MA (1) 
ortt | MB ` MB 


Dizemos em Aritmética que três números a, o e É pa 
uma proporção harmônica quando a-b:b-—e E q:c. ; no E 
recebe o nome de média harmônica. Vamos. emons S que 
proporção (I) é uma proporção harmônica, cuja média eli 
é MM”, sendo os extremos M'A e MB. De acôrdo com a a 
temos MA = MM’ — M'A e MB = M'B — MM’, Substituindo 

teremos: 
E DE E M'A MA  M'A-MM' — MA 
MB-MM MB ` ` MM-MB MB 
mentos MA e MB são chamados segmentos aditivos, 
E E soma é igual a AB; os segmentos Rr M'B ne 
chamados subtrativos, porque sua diferença é igual a AB; os nes a 
M e M' são chamados conjugados harmônicos dos pontos À e B, 
ou dividem harmônicamente o segmento AB; eo FA 
pontos A e B são os conjugados harmônicos dos pontos M ; 
“ou dividem harmônicamente o segmento MM’. Não levando em 


C.Q.D. 


conta o sinal, a razão dos segmentos subtrativos determinados: 


pelo ponto M’ é igual à razão dos segmentos aditivos determinados 
pelo ponto M. 
a 


2.º caso: 5 


> 1. Repetindo tudo o que fizemos no 1.º caso, 


acharemos um ponto N entre A e B, e mais próximo de B do que 


de À, e um ponto N’ à direita de B. 








3.º caso: + = 1. Vimos no primeiro caso que 
ad E ao TO 
a Je DAR 
Sendo Č = 1, donde a = b, vamos substituir, nestas duas 
b , 
fórmulas, b por a. Teremos: y y 
ad ad d SR Usp a 
O a O ~ a-a 0 
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ART irao IE A L A 


dia maneio 





Portanto, o ponto M é o ponto médio d 
M fica situado na reta AB, a uma distância 
de dos pontos A e R: 


Observação. O nome dado à proporção (1) de proporção 
harmônica tem sua origem na música. Quando uma corda sonora 
produz o acorde perfeito do, mí, sol, ela é ferida sucessivamente 
em três pontos quê correspondem a comprimentos desta corda 
proporcionais aos números 1, 4/5 e 2/3. (Comberousse, Curso de 


Matemática, 2.º volume, pág. 197) Com efeito, êstes três números 
formam uma proporção harmônica, a saber: 


2 
LEE E 


RC q 1 Pr 
Os estudantes devem verificar esta proporção. 


e AB, e o ponto 
infinitamente gran- 


Exercícios. Série XLIII E 


1. Em uma reta existem dois pontos fixos, A e B, sendo AB = 40m. 
Determinar entre os pontos A e B um ponto cuja razão das distâncias aos 
Pontos A e B seja igual à 3%. E É 

Os estudantes acharão z= 10,909m 
e y=29,091m (com êrro inferior a Imm 
so? E’ o que vamos explicar. O valor 
210 por 11. Como esta divisão deixou 
fração que não atinge a um milí 


(com êrro inferior a Imm por falta) 
por excesso). Mas, porque por exces- 
obtido para z resultou da divisão de 
resto, x é igual a 10,909m mais uma 
metro. Chamando e a esta fração teremos: 
z = 10,909m +e .'. y = 40 — (10,909m +o.s. 

y = 40m - 10,909m — e y = 29,09lm-— e 


Ora, tendo nós suprimido a quantidade e, no valor de y, segue-se que y 
não é igual a 29,09!m; y é igual a 29,09Im menos o valor de e. Portanto, 
29,09im é uu valor de y, aproximado por excesso. E sendo e inferior a lmm, 
o excesso de 29,091m sôbre o verdadeiro valor de y, é inferior a 1mm. 

` 2 Dado um segmento AB, com 40m, determinar em seu prolongamento 
um ponto cuja razão das distâncias aos pontos À e B seja igual a %. 

3. Dividir um segmento AB, com 60m, em dois Segmentos proporcio- 
nais aos números 7 e 9. Dar as duas soluções. 

4. Em um Segmento AB, com 80m, determinar um ponto cuja razão 
das distâncias aos Pontos À e B seja igual a 154. Dar as duas soluções. 

5. Dividir um segmento AB, com 50m, em dois segmentos cuja razão 
seja igual a 2,7. Dar as duas soluções. 

6. Calcular os segmentos aditivos e subtrativos de um segmento de 
120m, que foi dividido segundo a razão 14, 

- 4. Calcular os segmentos aditivos e subtrativos de 


um segmento AB 
com 23,76m e que foi dividido segundo a razão 9,2/11,5. 
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8. Dado um segmento AB, com 36m, determinar os conjugados har- 
mônicos C e D, de acôrdo com a razão 1, 

9. Um segmento AB mede 32m. Um ponto C divide êste segmento em 
dois segmentos aditivos cuja razão é 7. Sendo D o conjugado harmônico de 
C, quanto medem os segmentos AD, CD e BD? 

10. Um segmento AB com 45m está dividido harmônicamente pelos 
pontos C e D. Estando o ponto D à esquerda de A, e sendo DA = 67,5m, 
determinar a razão x/y segundo a qual o segmento AB foi dividido harmôni- 
camente pelos pontos C e D, e calcular os segmentos CA e CB. 


> 8h Primeiro teorema de Tales. Toda a reta paralela a. 
um dos lados de um triângulo, divide os outros dois lados em seg- 


mentos proporcionais. ; 
i {DA EA 
H4 DE || BC DE = O 
Admitamos que os segmentos DA 
e DB têm uma medida comum, & 





œ e duas vêzes em DB. Então, 


-S5 ” 1 
- DA 3 
Fig. 13 . DE 2 (I) 


Pelos pontos F, G, H, tracemos os segmentos FI, GJ, HL || à 
base do A ABC, Em seguida, pelos pontos F, D, G, H, tracemos 
os segmentos HM, GN, DR, FS | à AC. Formaremos assim os A 
AHL, HGM, GDN, DRF, FSB. Ora, estes cinco A são iguais 
“de acôrdo com o 1.º caso de igualdade dos A. Logo, AL = HM = 

= GN = DR = FS. Mas, HM = LJ, GN = JE, DR = El, 
FS = IC, como lados opostos de um Æ. Portanto, 


AL=LJ=JE=EIL=IC.. 
EA = 8ICe EC = 2IC .". 


Comparando ab igualda- 


i 
l des (I) e (II), teremos: 
i 
f 
l 


EA -» 5 DA _ EA 
EC 2 aD . DB EC 


Fica assim demonstrado o teorema. Se os segmentos DA e 
DB não têm medida comum, é fácil provar (E.M.T.V. $ 149) que 
mesmo neste caso o teorema continua a subsistir. 

Recíproca. Se uma reta divide dois lados de um triângulo 
em segmentos proporcionais, ela é paralela ao terceiro lado. 


qual está contida três vêzes em DA. 
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ao me A 
“ADE É EC 


T. 4 DÉ || BC 





“ Neguemos a tese e admitamos que 
DE não é | BC; pelo ponto D trace- p 
mos DF || BC. Teremos: 


FA EA 


c 
DA FA fado e DA i 
DE FG (teorema direto) DB = TA (hipótese) Fig. 14 
Destas duas proporções deduzimos: 

FA o DA mO NAC o AC, E 

E A ER 
FA + FC e EA+EC .., ! Sendo FA = EA, o ponto F 

1 


coincide com o ponto À. 


'“Corolário. Duas reias quaisquer 
são cortadas em partes proporcionais por 
uma série de paralelas. 


H. } AD | BE | FC 
E- — DE 
BC EF 


Fig. 15 : - Tracemos pelo ponto A, AN || DF. 
Então, no A ACN teremos An = 2a Mas AM = DE 
É © BC MN i 
AB DE 





e a EF. (por que?) Logo, BC = EF 

83. As bissetrizes no triângulo. Teorema. À bissetriz do 
ângulo de um triângulo divide o lado oposto em 
segmentos proporcionais aos lados do ângulo. 
Ea o 
1l=2 DB CB 
Peló ponto A tracemos AE || CD e pro- 
longuemos BC até encontrar AB. No A 
ABE, temos CD || AE. Logo, Da Ep 

(primeiro teorema de Tales) DB CB 


E: 
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Se conseguirmos provar que CE = CA, teremos chegado à 
tese. Mas, para provar que CE = CA, é bastante provar que 3 = 4. 


A A A A A X 
Ora, 3 = 1 (por que?) e 4 = 2 (por que?). Mas 1 = 2 (hip.). 
Logo, 3 =4. (por que ?) Então o A AEC éisósceles, . '. CE = CA. 

D CE 
; € l STA 

Voltando à guiado DB “CR e nela substituindo CE por 
CA, teremos chegado à tese. 

Teorema. A bissetriz do ângulo externo de um triângulo di- 
vide o lado oposto ao ângulo interno adjacente em segmentos pro- 
porcionais aos lados dêsse mesmo ângulo interno. 


E f E To A. 
I= 
T ( FA _ CA 
F FB “CEB 





.Pelo ponto A tracemos AM || 


F i B. FC. No A CBF, temos AM || CF; 
Fig. 17 “logo, 
EAR o ONO 
“FB = “CB. (primeiro teorema de Tales) 


Se conseguirmos provar que CM = CA, teremos chegado à 


tese. Mas, para provar que CM = CA, é bastante provar que 
A A 


3 = A. Ora, 3 = Î (por que?) e Â = 2 (por que?). Mas, 1 = 3 
(hip.) Logo, 3=4. (por que?) Então o A ACM é isósceles, .-. 


a FA CM 
CM = CA. Voltando à igualdade TB o nela substi- 


tuindo CM por CA, teremos chegado à tese. 

Recíproca. Dado um triângulo ABC (fig.18),se o segmento 
AD divide BC em segmentos proporcionais aos lados AB e AC, 
êste segmento é bissetriz do ângulo A. (Ao cuidado do estudante; 882 
recíproca.) - 

Recíproca. Dado um triângulo ABC (fig.18), se o segmento 
AF divide BC em segmentos proporcionais aos lados AB e AC, 
êste segmento é bissetriz do ângulo externo adjacente ao ângulo A. 
(Ao cuidado do estudante; $82, recíproca.) 
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Observação. Seja ABC (figs. E 
18) um A qualquer, seja AD a bis- 
setriz do < BAC e AF a bissetriz 
do Z externo BAE. 
- De acôrdo com os dois úl- 
timos teoremas demonstrados, te- 
remos: Fig. 18 
ROB AD BB. AB . DB FEB 
o» AO DO RC 
Portanto, a bissetriz do Z interno de um Ae a bissetriz do Z 


externo adjacente determinam, no lado oposto, dois pontos De F 
que são conjugados harmônicos dos pontos Be C. 


São dados dois pontos B e C. Sejam D e F os conjugados 
harmônicos de B e C, de acôrdo com uma razão dada ——. 
a n 


E E 








Fig. 19 


Suponhamos que, para um ponto qualquer A, situado no 


mesmo plano dos pontos B e C, temos também a relação 


aa 
AG n 


Construindo o A ABC, resulta, de acôrdo com os dois teo- 


remas anteriores que: 


AD é a bissetriz do ângulo BAC. 
AF é a bissetriz do ângulo BAE. 


Porém, BÁC + BÃE = & retos. (por que?) 
Logo, BADE BAR = DÁF = 1 reto. 
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Ora, o ângulo DAF sendo. reto, se traçarmos uma O tendo 
por diâmetro o segmento FD, esta O passará necessáriamente 
pelo ponto A. (E.M.T.V.$152, IT) AB i . 


: a 4 her EN m 
Logo, se o ponto A satisfaz à relação a êste 


ponto está situado numa O tendo por diâmetro FD. 

“Agora é preciso provar que, para qualquer ponto A da O 
tendo por diâmetro FD, subsiste sempre à relação Se = 

Seja A um ponto qualquer desta (e 

Pelo ponto B tracemos BP | AF e BE | AD. 

Se o ângulo DAF é reto, o ângulo PBE também é reto. 
(E.M.T.V.$110) 


n 


E AE 
No A CBE temos CD. > AC | (1) 
FB AP fi 
no A CAF ternas FO ENG 
BD . FB AE AP 
= = my =D. = AP. 
Ora, sendo CD = FC resulta que TG > AO AE 


= Donde se conclue que o ponto A é o centro da O descrita 
sôbre EP como diâmetro. Logo, AE = AP = AB. 
Então, voltando à igualdade (1) podemos escrever: 


BD _ AB 
CD AC 
BD m AB m me 
Porém, Te e a Logo, TG = Condado: 


RR SS Te 








O lugar geométrico dos pontos de um plano, cuja 
rasão das distâncias a dois pontos fixos dêste plano, 


EA . ms m - EA 
B e C, é igual a uma razao dada Res isto é, cons- 


tante, é uma circunferência, cujo diâmetro é o seg- 
mento retilineo FD que une os conjugados harmô- 
nicos dos pontos B e €. 
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Exercícios. Série XLIV 


& Em um AABC, a = 23m, b = 18m e c = 17m. Calcular os seg- 
mentos determinados no lado a pela bissetriz do Z A. 
Sejam x e y os segmentos que a bis- 








setriz do Z A determina no lado a. Então, Fa 
z c sty c+b 

A ? E - 

7 5 (por que?) .'. E agido 











a _ etb 23 35 
£ c “2 1 
„XB „a39 
35 3 
o a a 
Y N rT E 
= 11,171m y = 11,828m 


R. Os dois segmentos pedidos medem 11,171m e 11,828m, com êrro in- 
ferior a um milímetro. E 

2. Fm um À ABC, a = 23m, b = 18m e c = 17m. Calcular os seg- 

mentos determinados no lado a pela bissetriz do Z externo adjacente ao Z A. 

` , Sejam z-e y os segmentos que a- 

bissetriz do Z externo adjacente ao Z A, 
determina no lado a. Então, 


z c 
F To (por que?) 











z-y_c-b . za eb 
TE = ego DOS GRSA O cp qraçãe = Loc z c 
-23 17-18 DB ıl. ; 
a UE RR pe dolo . y = 391 4 23 = 414 
x = 391m = 414m 


R. Os dois segmentos pedidos medem 391m e 414m. 

3. Em um A ABC, a = 10m, b = 5m e c = 8m. Calcular os segmentos 
determinados no lado a pela bissetriz do ZA. 

4. No mesmo À calcular os segmentos determinados no lado a pela bis- 
steriz do Z externo adjacente ao ZA. 

5. Emum A ABC, AB = 5m e AC = 7m. Entre Be C existe um pon- 
to M tal que MB = 3,75m e MC = 5,25m. No prolongamento de BC existe 
um ponto N tal que NB = 22,5m e NC = 31,ôm. Traçam-se os segmentos 
aN e AN. pova que AM é bissetriz do A e AN é bissetriz do 2 externo 
adjacente ao ZA. a MB NB AB 

N. B. Provar primeiramente que MO * NG AC: 





Depois... 
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- 6. Duas retas AB e CD são cortadas por 5 || em 4 segmentos cada uma. 
Os 4 segmentos de AB, isto é, AE, EF, FG e GB, medem respectivamente 5, 
10, 12 e 13 metros. Calcular os 4 segmentos correspondentes de CD, isto é, 
CH, HI, IJ e JD, sabendo que CD = 120m. 

7. De um ponto O partem 3 semirretas seguindo direções diferentes. 
Duas || cortam as três semirretas: a primeira nos pontos A, B e C (da esquer- 
da para a direita) e a segunda nos pontos D, Ee F (da esquerda para a direita). 
Sendo OA = 3m, OB = 9m, OC = 12m, AB = 6m, BC = 13m e AD = 7m, 
calcular BE, CF, DE e EF. 

“8. Construir a quarta proporcional a três segmentos dados. ($88) 

Observação. Para a definição da quarta ou da terceira proporciona 
é útil consultar E.M.S.V. § 58. 

9. Calcular a quarta proporcional aos números 13, 27, e 52. 

10. Construir a quarta proporcional aos números 7, 10 e 12, sendo a uni- 

“dade de comprimento igual a um centímetro. 

11. Construir a terceira proporcional a dois segmentos dados. (888) 

12. Calcular a terceira proporcional aos números 15 e 40. (15:40 ::40:4 
ou 7:40::40:15) o 

13. Construir a terceira proporcional aos números 5 e 8, sendo a unida- 
de de comprimento igual a um centímetro, 

14. Dividir um segmento de 20 metros em três segmentos proporcionais 
aos números 2, 3 e 4. $ ý 

15. Dividir gràficamente um segmento de 10 centímetros em três seg- 
mentos proporcionais aos números 2, 3 e 4. ; . 

16. Dividir gràficamente um segmento em 3 partes iguais. 

17. Dividir gràficamente um; segmento em 5 partes iguais. 

18. Em um A ABC, AB = 17m e AC =25m. Toma-se em AB um 
comprimento AD com 6m e traça-se DE || NC. Calcular os segmêntos AE e EC. 

19. Em um A ABC, AB ='25m e AC = 82m. Tomam-se em AB, os 
segmentos AD e DE medindo, respectivamerite, 6m e 9m. Pelos pontos D e 
E traçam-se as retas DF e EG, | BC. Calcular os segmentos AF, FG e GC. 


84. - Semelhança de triângulos. Dois 


D c polígonos são semelhantes quando seus £ são 


guais dois a dois e seus lados são pro- 
A porcionais. Sejam os polígonos ABCDA .e 
A'B'C'D'A'. Para que sejam semelhantes é 


seguintes, às quais chamaremos condições de 
semelhança de dois poligonos. 


Primeira condição. E? necessário que 





A 


i ; i B3 A A A A Ea) A A 
Fig. 20 A=A' B=B, C=0, D= D. 


necessário que satisfaçam às duas condições ` 


marw 


Ane 


4 do A ABC; então, a primeira condição .. 
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Segunda condição. E! necessário que os lados dos dois polí- 
gonos, sendo medidos com a mesma unidade, os resultados sejam 
tais que tenhamos i 


AB BE. CD DA 


ar DBO CD EDU 
Estas duas’ condições são necessárias e suficientes. 


Elementos homólogos de dois polígonos semelhantes são os 
elementos que se correspondem. Assim, se os polígonos ABCDA 
e A'B'C'D'A'! são semelhantes, os vértices A e A’ são homólogos, 
os 4 A e A” são homólogos, os lados AB e A'B’ são homólogos, as 
diagonais AC e A'C” são homólogas, ete.. 

Razão de semelhança de dois poligonos semelhantes é a razão 
de dois lados homólogos. Assim, se os polígonos ABCDA e... 
A'B'C'D'A’ são semelhantes, sua razão de semelhança é E. 

85. Segundo teorema de Tales. Cortando um triângulo 


por uma paralela a um dos lados, o triângulo parcial assim Jorma- 


do é semelhante ao total. 

Consideremos o A ABC (fig.21) e A 
tracemos MN || BC. Vamos provar que 
o A AMN é semelhante ao A ABC. O 
Z A é comum aos dois A. O Z1é igual 
ao Z 2, porque são correspondentes for- 
mados pelas || BC e MN, cortadas pela 
transversal AB. O Z3é6 igual ao Z 4- 
pelo mesmo motivo. Portanto, os 4 do. 
A AMN são respectivamente iguais aos 





para que os dois A sejam semelhantes, 
está preenchida. Resta provar que os lados homólogos são pro- 
porcionais. Sendo MN || BC, já sabemos que Sy = ao (1) 
($82) Tracemos pelo ponto N, a reta NR | AB. 5 e 
AN BR 

AC EO Mas, BR = MN (por que?) .-. 





AN MN 
ac no O 
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Combinando (1) e (2) -... A = AX = e isto é, os 
lados homólogos dos dois. A são proporcionais. Nestas condi- 
ções, se os A AMN e ABC têm 4 iguais e lados proporcionais, 
êstes dois A são semelhantes. 


86. Casos de semelhança de dois triângulos. Teorema. 
Dois triângulos são semelhantes quando têm seus ângulos iguais, 
dois a dois. 


no A pen 
A T. 4 AABC ~ ADEF 
M N E F 
Sôbre AB, a partir de A, to- 
B z memos um segmento AM = DE. 


E, pelo ponto M tracemos MN | 


Q> W> > 
mi > U> 


Fig. 22 BC. Então A AMN ~ A ABC. 


(segundo teorema de Tales) Comparemos os A AMN e DEF. 


( B = M (corresp.) } -M -to 
B E (hip.) 
Â = Ô Qhip) - AM = DE (constr) 
Donde A AMN = A DEF. (1º caso) Mas A AMN œ~ A ABC. 
"Logo, A DEF mw» ABC, como queríamos demonstrar. 


Teorema. Dois triângulos que têm um ângulo igual com- 
-  preendido entre lados proporcionais, são semelhantes. 


À =D. 
H. $ AB AC T? A ABC ~ A DEF 
DE DF 


Sôbre AB, a partir de A (fig.22), tomemos um segmento 
AM = DE. Pelo ponto M tracemos- MN || BC. Então A 
AMN œ~ A ABC. (segundo teorema de Tales) Comparemos os A 
AMN e DEF. i i 


rr 


e EE: 
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Bi O NÃO dad 
aM > an (68 
AB _ AC é ER no AB AG 
DE ` DF hip.) Mas AM = DE por construção .'. AM = DF 


Comparando a primeira proporção com a terceira, resulta 
AC AC | 


ÀY. = 2>. ge duas razões têm o mesmo numerador, seus f 
AN - DF 2 


denominadores são iguais; logo, 


AN = DF t Mas A AMN ~ A ABC. 
AM = DE (construção) | (§85) Logo, 
À = D (hip) ! A ABC mw A DEF. 
i 


A AMN = ADEF (2º caso} C.Q.D. 


Teorema. Dois triângulos que têm seus lados proporcionais, 
são semelhantes. l 
AB AC BC T R 
Sôbre AB a partir de A (fig. 22), tomemos um segmento 
AM = DE. E pelo ponto M tracemos MN | BC. Então.... 
A AMN w A ABC. (§85) Ora, - 


AB AC BC. AB _ AC _ BO 
S - DES E te» e Moan MN 6% 


Comparemos o primeiro grupo de razões com o segundo. 
Sendo DE = AM (construção) à primeira razão do 1.º grupo, isto é, 


AB 5 
» é igual à primeira razão do 2.º grupo, isto é, pi Então as 
DE -2 AM 
: Ed = AC AC ' 

seis razões são iguais. Por exemplo, "= GN e DF = AN; 
Ea a 
ER 7 uN É = ; PERDE e são 
iguais. (3º caso) Mas A AMN ~ A ABC. (§85) Logo, A DEF ~w 
A ABC, como queríamos demonstrar. 

Do primeiro teorema e do terceiro, resulta que: 

I. Quando dois A têm seus 4 iguais, dois à dois, seus lados 
são proporcionais e os dois A são semelhantes. 
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KH. Quando dois A têm seus lados proporcionais, seus 4 são 
iguais, dois a dois, e os dois A são semelhantes. 
Teorema. Dois triângulos são semelhantes quando têm seus 
lados paralelos ou perpendiculares. A 
Se os lados de dois A são || ou $, os 4 dêstes dois A são 
iguais ou supls. (E.M.T.V. §§ 110 e111) Sejam A, B, C eA’, BECO 
os 4 dêstes dois 4, e estabeleçamos as hipóteses seguintes: 3 
A .A 
1.º hipótese. A+A’ = 2 retos, B + B’ = 9 retos, C+C = 
= 2 retos. a a 
Esta hipótese deve ser rejeitada porque a soma dos seis 4 
de dois A não pode ser igual a seis retos. 
E A A A A A 
2.º hipótese. A = A’, B+B’ =2retos, C + © = 2 retos. 
Esta hipótese também deve ser rej eitada porque a soma dos 4 
de dois A, sendo 4 retos, e sendo B+ B' ++ =4 retos, 
os 4 À e A’ seriam nulos, o que é absurdo. 
A A A A A A 
3º hipótese. A = A’, B=B' e C+O=9 retos. Mas, 
A A A A A A E F $ 
sendo A=A' e B=B', então C=C e os dois A são semelhantes. 
Teorema. Duas paralelas são cortadas em partes proporcio- 
nais por uma série de secantes traçadas por um mesmo ponto. 


H. 1 AD | MS 
mol AB. BO. CD 
So = NR CRS 


(885); o mesmo acontece com os A 
PBC e “PNR, assim como com os À 
PCD e PRS. Portanto, 


PA _ AB PB IDE e V b 
PM MN PN PN NR PR nR o N 
A última razão do 1.° grupo é idêntica à primeira do segundo; 

` a última razão do segundo grupo é idêntica à primeira do terceiro; 


portanto, as nove razões são iguais e, suprimindo aquelas que 
. S - ` x 
não nos interessam, chegaremos facilmente à tese. 





Os A PAB'e PMN são semelhantes 


BC PC PC ICD PD. 





am rea 


87. Semelhança de 
polígonos. Dois poligonos 
constituídos por um mesmo 
número de triângulos seme- 
lhantes, e semelhantemente dis- 
postos, são semelhantes. 


l A ABC w A A B'O 
H. 


B ee era 





A ACD w A NCD 
A ADE w A A'D'E/ 
T. 4 ABCDEA mw A'B'CD'EA'’ 


` Se os A ABC e A'B'C' são semelhantes, então a=0", b=, 
A a X A o A ny E A A A A A A 
e= e. Anàlogamente d=d, e=e, j= e g=9, h=h', 
i 


= v”. Destas igualdades deduziremos facilmente que = Â’, 


A A Au A A A RS 

B=B; CC D =D, E =E'. Portanto, está . preenchida 
uma das condições para que os dois polígonos sejam semelhantes. 
Resta provar que os lados homólogos são proporcionais. Ora, de 
acôrdo com à hipótese, temos: 


EBC MOS AÇÃO CDs DD LAR 
AB B'O SC? XC OD AD? AD ~ DE’ AF 

Como no teorema anterior, é fácil verificar que estas nove 
razões são iguais. Igualando-as e suprimindo as razões que não 
nos interessam, teremos: 


AB Be CD DE o AE 
AB BO CD ~ DE AE 
Portanto, se os dois polígonos têm seus 4 iguais, dois a dois, 
e seus lados homólogos proporcionais, êles são semelhantes. 


Recíproca. Dois polí onos semelhantes podem sempre ser de- 
p polig ; p 
compostos em um mesmo número de triângulos semelhantes e se- 


Fig. 24 


melhantemente dispostos. 


a E E 
mdan ao. CD DE AE 
A'B’ Em B'C FA er: o D'E z E! 


ema gre rm 


criadora rare menino 


Eq 


rm mr aim mm 
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A ABC mo A A'B'C' 
T. À AACD w ANOD 
A ADE ~ A A'D'E' 


De acôrdo com a hipótese, 03 A ABC e A'B'C' (fig. 24) são 
semelhantes. (2.º caso de semelhança dos A) Portanto, 


CD 
AB A&C AB CD. mos. Cos 
ip po Mas po OD E vo” OD 


Logo, os A ACD e A'C'D' têm dois lados proporcionais. Além 
3 A A 
disso, sendo É =€ (hip) e c=c" (os À ABC e A'B'C” são semelhantes) 
É End 
então =d. Logo, os A ACE e A'C'D' também são semelhan- 
tes. (2.º casó de semelhança dos A) De um modo análogo se provará 
que os A ADE e A'D'E” são semelhantes. 
Observação. Dois polígonos regulares, com o mesmo número 
de lados, são semelhantes. . 
Com efeito, se os polígonos são regulares, seus lados são 
iguais e seus 4 tambéni são- iguais. Quer no primeiro polígono, 


2(n — 2) 


quer no segundo, o valor de cada Z é £ retos porque, 


nótese, os dois polígonos têm o mesmo número de lados. 
Do e do R polígono são iguais aos A do A 
Resta provar que os lados homólogos são proporcionals. las É o 
é evidente, visto que Os tados do primeiro polígono são iguais entre 
si, assim tomo Os lados do segundo. r 
Teorema. Quando dois polígonos são semelhantes, a razão de 
“seus perímetros é igual à razão de semelhança dos mesmos polígonos. 
“O perímetro do polígono ABCDEA é AB+BC+CD+DE-r 
EA. Façamos esta soma igual a P. Anàlogamente, o perímetro do 


polígono A'B'C'D'E'A' é P. Vamos demonstrar que p= FB 
Se os polígonos são semelhantes, teremos: 
aB BC CD DE EA . mmsy.562) 
NB BO CD DUE E 
AB+BC + CD+ DE TEA __ AB a Da ab 
AB LBO HOD HDE HEA A'B’ B A'B 
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Exercícios. Série XLV 


Regra. Para provar que um produto de dois segmentos é igual a um our 
tro produto também de dois segmentos, procuram-se dois A dos quais êstes quatro 


. segmentos façam parte; prova-se que os dois A são semelhantes, estabelece-se a 


proporcionalidade de seus lados, suprime-se a razão 
que não interessa À tese, e aplica-se à proporção obtida 
o teorema fundamental das proporções. (Vide S94, 
observação final.) 


1. Hip. ( AD e BE são alturas do A ABC. 
Tese. | BC X DC = AC X CE 


“2. Demonstrar que, em um Â qualquer, o pro- 
duto de uma altura pelo lado que lhe é L, é igual ao B 
produto da outra altura pelo lado que lhe é L. Vide 


_ fig. do exercício anterior. A tese é AD X BC = BE X AC. 


3. Em um À ABC, a = 13, b = 14 e c = 15. 
A altura relativa ao lado b é igual a 12. Calcular as 
outras alturas. 


4. Hip. f AB é diâmetro e BC é tangente. 
Tese. | AB’ = AD X AC 


| 5. No exercício anterior, tomar a mesma hipó- 
C tese e demonstrar que BD’ = DA x DC. 

6. Ligam-se os três vértices de um À ABC a um ponto interior O. Di- 
videm-se os segmentos OA, OB e OC em duas partes iguais e unem-se os pon- 
tos de divisão, formando um À DEF. Demonstrar que os À ABC e DEF 
são semelhantes. 

7. Dá-se um quadrilátero inscrito ABCD. Prolongam-se os lados AB 
e DC até que se encontrem num ponto E. Traça-se a corda BD. Por hipó- 
tese, o Z DBA é igual ao Z CBE. Provar que AD X BE = CE X BD. 

8. Com a figura do exercício anterior e as mesmas hipóteses, provar 
que EC X AD = BC X EA. 

: 9. Provar que, em dois À semelhantes, duas medianas homólogas estão 

entre si como dois lados homólogos. 

10. Voltando à figura do exercício 1, e fazendo as mesmas hipóteses, 
provar que MB X ME = MA X MD. 

11. Voltando à figura do exercício 1 e fazendo as mesmas hipóteses, pro- 
var que AE X DC = AD X ME. 

12. Pelo vértice A, de um À inscrito ABC, traçam-se a altura AD e o 
diâmetro AF. Provar que AB X AC = AD X AF. 

N. B. Traçar a corda BF e comparar os À ACD e ABF. 

13. Voltando à figura do exercício anterior, traçar a corda FC e provar 
que BD x AC = FC x AD. 

14. Demonstrar que as diagonais de um trapezoide (trapézio simétri- 
co) se dividem reciprocamente em segmentos proporcionais. 


Eq 
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15. Por um ponto M, tomado no interior de um círculo, traçam-se duas 
cordas MAB e MCD. Provar que MA X MB = MC X MD. a 
© 16. Por um ponto M, tomado no exterior de um oro nara Ee 
secantes MAB e MCD. Provar que MA X MB = MC X E 

17. Demonstrar que o produto dos dois catetos de um À retângu 
igual ao roduto da hipotenusa pela altura relativa à hipotenusa. i 
EnA ag Os três lados de um À medem 3,4m, 5,6m e Tlm. Calcular., E pe- 
rímetro de um À semelhante do primeiro, sabendo que a razão de semelhança 

imei do é %o. 
o. o E Tasane mede 180m. Calcular o lado de i lo- 
sango semelhante ao primeiro, sabendo que a razão de semelhança entre o 
imeir é 0,36. k 
E o de Ea none mede 213,5m. cemy o 
É imei do que, se um lado o 
lígono semelhante ao primeiro, saben $ 
URSO mede 11m, o lado A'B' do segundo mede 40,7m. aq 
E “o Os três lados de um A medem 0,24m, 0,86m e 0,48m. an j 
lados. de um segundo À semelhante E sabendo que a razão de se 
l imei undo 9. y 
a AA aE ae Sobre AB, 
a partir de A, toma-se um segmento AD com 23m, e traça-se DE || BC. Cal- 
cular os lados do À ADE. ER 
{metr BCD mede 42m, sendo igua ça par 
te às BG a E AB e B'C de um 17 ae ao primei- 
A'B' assim como 2 está para 5. ; 
eau A Eos FS o E sa terreno triangular medem respectivamente 
7,8km 57 Ghm e 483dam. Êste terreno é desenhado na escala n para 
20000. Calcular o comprimento de cada um dos três lados do desen E e 
25. Os perímetros de dois A semelhantes r eee a F 
; i >de 4,2m. Quando mede o lado do 
x Tr A A G48m de perímetro. Sua altura Ra a Ho 
da altura de um segundo À equilátero. Calcular o lado do segundo A. 


88. Construções geométricas. Problema I. Dividir um 
segmento dado, segundo uma razão dada. 


Y 


Seja AB o ségmento da- 


do e. é a razão dada. 


Pelos pontos A e B tra- 
cemos duas || quaisquer AX 
e ZY. Em seguida, com um 
comprimento qualquer s, to- 
memos AC=3s e BD=BE 
=4s. Depois unamos o pon- 
to C ao ponto E e o ponto 
D ao ponto C, prolongando 
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DC até encontrar AB no ponto M’. Os A MAC e MBE são se- 
melhantes. (por que ?) Logo, 


MA AC AC 


Ur do Mag e e CR DO UMA 3 
MB É BE RE” opa BM T 


- Portanto, o ponto M é uma das soluções do problema. Os A 


M'AC e M'BD são semelhantes. (por que?) Então, a 2 = AL . 
à -M'B BD 

pa E de ds CE MR a] Pont to M 

as, BD CAs q Ri ortanto, o ponto É 


é a segunda solução do problema. E o problema tem sômente duas 
soluções. (881) 

Problema II. Dividir um segmento retilíneo em um número 
qualquer de partes iguais. 

Seja AB o segmento dado e Va- 
mos dividí-lo em cinco partes iguais. 
Traçamos a semirreta AX, formando 
com AB um Z qualquer BAX. Em 
AX, a partir do ponto A, marcamos 
cinco segmentos iguais e consecutivos, Fig. 26 
a saber: AC, CD, DE, EF e FG. O 1g 
comprimento dêstes segmentos é arbitrário. Ligamos o ponto G ao 
ponto B e, pelo ponto F, traçamos FH | GB. Sendo FG a quinta 
parte de AG, por construção, o segmento HB é também a quinta 
parte do segmento AB. ( 382) 


Problema. III. Construir a quarta proporcional a três nú- 
meros dados ou a três segmentos dados. 

Sejam 2, 3e 4 os três números dados. Se quisermos calcular 
à quarta proporcional, teremos 2:3::4:4 «2 = 6. Vejamos 
agora como se constrói a quarta pro- 
porcional aos três números dados. Tra- - 
ça-se um Z qualquer XAY. Em seguida, 
adotando-se uma unidade qualquer de 
comprimento, marcam-se nos lados do 
£ XAY os segmentos AB=2 unidades, 
B D AC = 3 unidades e BD = 4 unidades. 

Fig. 27 Liga-se o ponto B ao ponto C e pelo 











198 Elementos de Matemática 


pre rr e sem 








ponto D traça-se O segmento DE | BC; o segmento CE é a 
quarta proporcional pedida. Com efeito, É 


AB BD do PER RAE 
Ro Cu Cs é 3 CE 


O segmento CE é realmente a quarta proporcional 20s nú- 


meros 2, 3 e 4. 
Observação. Para construir a quarta proporcional'a três segmentos da- 


dos, m, ne p (fig. 27)a marcha a seguir é evidentemente a mesma. 
Observação. Quando as dimensões da fôlha de papel para 
desenho são pequenas e OS números dados são grandes, é neces- 
sário modificar a construção indicada neste problema. 
Sejam 2,3 e 6 os três números dados. Traça-se um £ qual- 
quer XAY. (fig. 27) Depois de escolher o segmento unidade, 
“marcam-se nos lados do < XAY, os segmentos AB = 2 unidades, 
'AC = 3 unidades e AD = 6 unidades. Traça-se o segmento BC 
e o segmento DE || BC; o segmento AE é a quarta proporcional 
pedida. Com efeito, É 


AB AD 2º 6 
AB AD (so)... La 
O RO? 3” CE 


Problema IV. Construir a terceira proporcional a dois nú- 
meros dados. 

Proporção contínua é a que tem os meios iguais. 

Construir a terceira proporcional aos números 3 e 9, é o 
mesmo que construir o quarto têrmo da proporção 3 19:19:27. 
Portanto, êste problema se resolve como o anterior. 


Captruso VHI 


Relações Numéricas no Triângulo 


89. Projeções. Chama-se projeção de um ponto P sôbre 
uma, reta XY, o pé da L à reta XY, traçada pelo ponto P. A 
projeção do ponto P sôbre a reta XY é o ponto p. 


dade 


T 
R 
ta 
o 
Qu 
q 
3 


z 
mp- 
“q 


: Para projetar um segmento retilíneo AB sôbre uma reta XY 
é bastante projetar as duas extremidades A e B do segmento AB 
sôbre o eixo XY. As projeções de AB, CD e MH sôbre XY são, 
respectivamente, ab, cde mh. A projeção de EF sôbre XY sendo 
EF L XY, é evidentemente o ponto e. Quanto ao segmento MH 
a projeção do ponto M sôbre XY é o próprio ponto M. As E Pp, 
Aa, Bb, Ce, etc., são chamadas progetantes. 
: Há diferentes espécies de projeções; mas aqui consideraremos 
somente a projeção ortogonal ou simplesmente projeção, que é a 
projeção que acabámos de definir. l 
72 Dados três números a, b e c, diz-se que a é a média geométrica 


; £ b a 
de b e c, quando, entre os números a, b e c, existe a relação — = —- 
a c 


P A média geométrica de dois números é igual à raiz quadrada 
o produto dêles. Com efeito, se a é a média geométrica de b e c, 
A ' 


Ae 
então — = ni bora ni ADO 


Cc 
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90. O teorema de Pitágoras. - Foi Pitágoras, matema- 
tico e filósofo grego que viveu no 6.º século antes da era cristã, 
quem estabeleceu as relações métricas ou numéricas existentes 
entre os lados de um A retângulo. Estas relações podem ser resu- 
midas nos dois teoremas que vamos demonstrar. 

Primeiro teorema. Em um triângulo retângulo, cada cateto 
é média geométrica entre a sua projeção sôbre a hipotenusa e a hi- 
potenusa toda; a altura relativa à hipotenusa é média geométrica 
entre os dois segmentos que ela determina na mesma hipotenusa. 
(894, observação final) 4 

\ H e 





AD 1 BC 
AB? = BD.BC 
T. | AČ = CD.BC 
AD? = DB. DC 


Fig. 29 
Observação. Convém reler a Regra dada no começo da série XLV. 
Comparemos os A ABD e ABC. São retângulos, (hip.); têm 

um < comum, B; então os terceiros 4, a saber, 1 e 2 são iguais. 
Logo, os dois A são semelhantes. Donde 


AB BD es 
BC E AB? = BD.BC 


Comparemos os A ADC e ABC. São retângulos, (hip); têm 
um Z comum, C; então os terceiros 4, a saber 3 e 4, são iguais. 
Logo, os dois A são semelhantes. Donde 


AC “CD o 
BE AC? = CD.BC 


- Comparemos os A ADB e ADC. São semelhantes porque 
têm seus 4 respectivamente iguais. Logo, 


AD DB Tee 
DO” 1r AD? = DC.DB 


Segundo teorema. Se medirmos os três lados de um triân- 
gulo retângulo com a mesma unidade, o quadrado do número que 
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mede a hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos números que 
medem os dois catetos. 
De acôrdo com o primeiro teorema, temos: (fig. 29) 


AB’ = BD.BC 
(AC? = BC. DC 
AB? + AC? = .BC(BD + DO) 
AB? AG = BC? COD; 
- Corolário. 4 diagonal e o lado de um quadrado são grande- 
zas incomensuráveis. 
A figura ABCD é um quadrado. Portan- 
to, o À ABC é retângulo. Logo, 
AG = AB + BO 
Fazendo AC=d e AB=BC =], teremos: N 
e Do dis, EE o 
EP da di o (1) Fig. 30 
Se a razão entre a diagonal e o lado de um quadrado é igual 
a V2, êstes dois segmentos são incomensuráveis. (E.M.T.V.$149) 
De (1) deduzimos facilmente que: 
O —=—em 
d= INT (A) pan B) | 
Ce T S Sal 
A fórmula (A) significa que a diagonal de um quadrado é 
igual ao lado multiplicado pela raiz quadrada de 2. 
E, de acôrdo com a fórmula (B) o lado de um quadrado é igual 
à metade da diagonal multiplicada pela raiz 
quadrada de 2. 


 ABLAC = BD.BC4BC.DC .-. 











triângulo equilátero são grandezas incomen- 
surdveis. 

No A equilátero, as alturas se confun- 
dem com as medianas. Portanto, MB=MC. 


Façamos AB = £ .> MB = > 


O A ABM é retângulo; logo, 





Te etc 


ce 


+ 
EIS re cars 
e 


IT ENI e eree 


RT Corolário. O lado e a altura de um 


mae 


é a ~ 
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2 
papp É dp=aR + Po 3P =P (2) 
Dividindo ambos os membros de (2) por 3h2 teremos: 
so e Em 
e ee a a SS ala Oh 3 


Se a razão entre o lado e a altura de um A equilátero é igual 
“a dois terços da raiz quadrada de 3, êstes dois segmentos são 
incomensuráveis. 
De (2) deduzimos que: 
PRA as RR e na 
2h V3 Ns i 
Me (©) h = —— 0) 





2 


li 


A fórmula (C) nos permite calcular o lado de um A equi- 
látero, quando é dada a altura; à fórmula (D) nos permite resol- 
ver o problema contrário. 


Relativamente ao .A retângulo damos a seguir algumas curiósidades 
que transcrevemos de J. Rey Pastor. (Geometria, Terceiro Curso, Buenos Aires, 
1939) (*) 

O A retângulo mais simples que existe é aquele cujos lados medem 3, £ 
e 5 unidades. Éste A, chamado triângulo egípeio, já era conhecido há mais 
de 4000 anos pelos babilonios e egípcios. . 

Todo o A cujos lados medem 3a, 4a e 5a é um À retângulo, porque 
(8a)? + (40)? = (50). Por exemplo, fazendo a = 6, teremos 18, 24 e 39, que 
são os lados de um A retângulo, como é fácil de verificar. 

Mas, há numerosos A retângulos cujos lados'não são dados pelos nú- 
meros 3a, 4a e 5a. 

Os pitagóricos (da escola fundada por Pitágoras, no ano 530 A.C. em 
Crotone, na atual província da Calábria, Itália, e que então fazia parte da 
Magna Grécia) estabeleceram as fórmulas 


a SO RO Sed (a ms ouso (amo cn ug ol, em io id es sis o e iso Si a 








que servem para formar A retângulos, atribuindo à letra a valores ímpa- 
res. Portanto, estas fórmulas não resolvem completamente o problema. 


(*) Estas curiosidades foram também publicadas na simpática revista 
nacional “Vamos Ler”, em 19-3-1942, sem que se citasse, porém, a fonte. 
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Platão; filósofo grego (429 — 348 A.C.) propôs as fórmulas 


T mme e ae a (ao tas tas as a a a e A o e ii e o ei o O a a A e e e e S ee 
— 


que também não incluem todos os À retângulos possíveis. 


A solução completa foi dada por Euclid 
e p por Euclides, em seus Elemenios, com as 


Se fizermos a = 7 e b = 3 resulta o A retângulo 21, 20, 29, que não nos 


. é dado pelas fórmulas da escola de Pitágoras ou de Platão. 


md Ed . A ked A 
91. Relações numéricas nos triângulos obliquângulos. 


“Teorema. Em um triângulo obliguângulo, o quadrado de um la- 


do oposto a um ângulo agudo E igual à soma dos quadrados dos 
outros dois lados, menos o duplo produto de um dêstes dois lados 
pela projeção do outro sóbre êle. 

: No A ABC, o lado BC opõe-se ao < A 


agudo À. A projeção de AB sôbre AC é 


“AD. Vamos provar que: 
T [BC = ACº + AB' — 2AC.AD 
Consideremos o A retângulo BDC. Fig. 32 
BO = BD? + DC (0) 
Mas, BD = AB* — AD” 
DC? = (AC - AD}? = AC? - 2AC.AD + AD 
Voltando à igualdade (1) e substituindo BD* e DC? pelos dois 
valores que acabámos de determinar, teremos: 
BC = AB? — AD + AC? — 2AC.AD + AD? 
BC = AB? + AC? — 2AC.AD CE): 
Teorema. Em um triângulo obliquângulo, o quadrado de um 
lado oposto a um ângulo obtuso é igual à soma dos quadrados dos 


outros dois tados, mais o duplo produto de um dêstes dois lados 
pela projeção do outro sôbre êle. 
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B No A ABC, o lado BC opõe-se ao 
l Z obtuso A. A projeção de AB sôbre 
AC é AD. Vámos provar que: 


T. { BCº = ACº + ABº 4 2AC.AD 
Consideremos o À retângulo BDC. 
BE += BD ACOD 1) 
Mas, BD? = AB? — AD? 
DC = (AC + AD)? = AC? 4 2AC.AD + AD? 
Voltando à igualdade (1) e substituindo BD? e CD! pelos 
dois valores que acabámos de determinar, teremos: 
BC = ABº— AD F AC? 4-2AC.AD + AD! wi. 
BO = AB? + AC? + 2AC.AD.. C.Q.D. 
Observação. Dados os três lados de um A, é sempre pos- 
sível, com o auxílio dos três teoremas que acabámos de demonstrar, 


determinar .a natureza dos 4 do mesmo A. Sejam A, Be C os 
três 4 de um A ea, b e c os três lados. 


D A c 
Fig. 33 


Se Á =90º.-. E A ha SRD E E RR Æ = Phe 
Se Å < 90°. `. a2=b2-t-c?-2bXproj.decsôbreb .`. a2 < b+c? 
Se Â > 90° .*. a =bd4+e-+2bXproj. decsôbreb .*. a2 > b-c? 


A 


=P +e.. A = 90° 
Reciprocamente, | <P +e.. A < 90° 
@ >be.’ A >90 
Aplicação. Em um A ABC temos a = 7, b = 8 ẹ c = 183. 
Determinar a natureza dos 4 dêste A. 
a= Tau a= 49 @ <b.’ A <90 
b= 8.. P = 64 2 <a@+e.'. B <90 
c= 13.7. & = 460 e ob... C >90 
i iâ lo. 
2. Para calcular as medianas de um triângu 
e E um triângulo qualquer, a soma dos quadrados de 


, ô ro lado 
is lados é igual ao dóbro do quadrado da metade do terceiro ; 
male o do quadrado da mediana relativa ao terceiro lado. 
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H. { DB = DC 

T. { ABL AC! = 2BD?+ 2AD? 

A mediana AD forma com BC 
dois 4 adjacentes supls. e em geral, 
desiguais, isto é, um Z agudo e um 
< obtuso. Suponhamos queo Zlé 


obtuso e o Z 2, agudo. A projeção l Fig. 34 
de AD sôbre BC é DE. Consideran- 


do os A ABD é ACD, e aplicando-lhes os dois últimos teoremas 
demonstrados, teremos: f 


AB* = BD’ + AD? + 2BD.DE 
AC = DO + AD! 2DC.DE 
Somando e lembrando que BD 





| 


= DC, teremos: 
AB? + AC? = 2BD? 4 9AD? C.Q.D. 
Representando os três lados de um A por a, b,c e a mediana 


relativa, ao lado a, por Ma, êste teorema nos permite escrever: 
i 


Prom E (A) 
PRA “o 


Conhecidos os três lados de um À,a e 
calcular as três medianas do mesmo A 
Teorema de Euler. 4 soma do. 


; s quadrados dos quatro lados 
de um quadrilátero é igual à soma dos quadrados das diagonais, 


c Mais quatro vêzes o quadrado do 


quação (A) nos permite 





7 segmento que une os pontos mé- 
a É dios das diagonais. 
Façamos AC = r, BD = s 
A / e EF = e. a DO: 
EA = EC 
H. /. 
UFB = FD 


TiPHPISr = sA 
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“No A ABC, o segmento BE é uma mediana. Portanto, 
é + = 2AF + 2BE 


2 
a+b = 2x(5) + BE 


22 


a? + b2 = + SBE? (1) 





No A ADC, o segmento DE é uma mediana. Portanto, 
e + de = 2AE + 2DE 


2 
asa =2x(5) PED o 


2r? 


EE A (II) 


No A BED, o segmento EF é uma mediana. Portanto, 
BE + DE? = 2BFº + 9EF? 
A a sY E N, 
BE? + DE’ = 2x(3) JAER pis 
BE + DE” = 2 + 2e 
E multiplicando ambos os membros desta igualdade por 2, 
| dd do? (LIT) 
4 
Somando as igualdades, I, H e HI, teremos: . 
Rr c++ d+ 2BE +2DE = 
2r? 
4 
girder es re tdo C.Q.D. 
Corolário. Em um paralelogramo, a soma dos quadrados dos 


quatro lados é igual à soma dos quadrados das diagonais. (Ao cui- 
dado dos estudantes; demonstrar com e sem o teorema de Euler.) 


93. Fórmula para calcular a altura de um triângulo. 
Conhecendo os três lados de um 4, é sempre possível calcular 


IBE? + 2DE = 








BR + 20 pr + Seo 
+ 2BE' + 5 HIDE + + 


Relações Numéricas no Triângulo 207 


as três alturas do mesmo A, com o auxílio dos teoremas anteriores. 
Entretanto, é útil conhecer a fórmula para calcular as alturas de 
um A em função dos lados, não sômente para abreviar os cálculos, 
mas pelas numerosas e importantes aplicações desta mesma 
fórmula. 

Um A qualquer- ABC (fig.36) tem, pelo menos, dois 4 
agudos. Seja B um dêstes 4 agudos. Designemos por h a altura 
do A ABC, relativa ao lado a e vamos calcular esta altura. Se 
o ZB é agudo, teremos: 

b = a? + ce — 2am (§91) 

2am = æ + -y 





q? + -b 
m = — 
2a m 
O AABD é retângulo. Logo, 
h = -m A 
pop GRE 
. 4a? Fig. 36 


aea (VER fp i 
m (o te Er L+. (EM.T.V.§56, IV) 
e (2ac + a? + e — b)(2ac — a? -e + b?) 
4a? 
O segundo membro desta igualdade não se altera, multi- 
plicando-o duas vêzes por menos 1; portanto, 


a (Qac+a?+e —b)(2ac — a? — e? + b(-D(-1) 


h = 


4a? 
m [Cac+a+e)-0][(@-2ac+e)-0] C1) 
Uo o a A 
E [(atro?-v][(a- 0-2 [(—1) 
E 4a? 
srs [+e -0 ][92-(a- 0] 
E 4a? , 
R = (orbio(eter HE e ato (1) 
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O trinômio a +b +c é o perímetro do A ABC. Façamos 
a +b + c= 2p e, de ambos os membros desta igualdade vamos 
subtrair sucessivamente 2a, 2b e 2c. Teremos: 
at-b+c-2a =2p-2a .".b+te-a=2p-a) 
at+b+c—2 2p-2b .`. a+c-b = 2(p-— b) 
a+b+ce-2c = 2p-2 .'. a+b-c = ?2(p-c) 
Voltando à igualdade (I) e substituindo os quatro trinômios 
do numerador por êstes valores que acabámos de determinar, 


emo a 2p X2p-0) Xp) x 2Ap-0 


è = 


l 4a? 
EN E . 
E k a 


a 
h = VP d0 -00-9 


Esta é a fórmula que nos permite calcular a altura do AABC, 
relativa ao lado a, em função dos lados do mesmo A. De um 
modo análogo obteríamos: 


h (relativa ao lado b) = 2 4 pG -0G DE) 


h (relativa ao lado e) = = i p(p -a)(p - b)(p -= ¢) 


Aplicação. Calcular as três alturas de um A, cujos lados 
a, b e c medem respectivamente 11, 13 e 16 metros. 





a = İl l 
a ES ese = 
b L Do h,= NOT = va 
c=160 4 EM E 
Eni ras i 
2p = 40 | = donas = 
asa Do h = 13 V20X0XIX4 = V35 
Ped q 2 24 
p—b = 7 l = es = — +1/aor 
T ! h, T 20X9X7X4 T 35 


94. Para calcular as bissetrizes de um triângulo. 
Teorema. O produto de dois lados de um triângulo é igual ao 


O ni erre nim uti a 


ARS meenemer a 
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quadrado da bissetriz do ânguio formado por êstes dois lados, mais o 


produto dos segmentos aditivos que esta bissetriz determina no terceiro 


lado. A A 
HE BIA = AD?’+BD.CD 


Pelos três vértices do A ABC façamos passar uma O. Em 


seguida, prolonguemos a bissetriz AD até encontrar 
a Ono ponto E. 
Tracemos a corda BE e comparemos os A ABE e ACD. 


Chip.) 
(E.M.T.V.$151) 

(E.M.T.V. $112, D 
ABE ~ AACD 


AB AE | 
o Ad: AB.AC = AD.AE .'. 


O> > N> 


A 

1 
Se 
5 
A 


(1.º caso) 





AB.AC = AD (AD + DE) 
AB.AC = AD’ + AD.DE (D : 


Fig. 37 


Para chegar à tese é necessário 
provar- que o produto AD.DE 
é igual ao produto BD. CD. Para maior clareza, façamos uma 
nova figura e comparemos os A ADC e BDE. (fig.38) 


A 


l = 2 (o. p. v.) 
3 = j G n 
5=6 151 

A ADC œw A BDE (1.º caso) 


Aye AD DC 
' BD = ED Rn AD.ED = BD. DC 





Fi g. 38 


AB.AC = AD? + BD. DC C.Q.D. 


Observação. Fste teorema nos mi à 
f ) . permite calcular o comprimento d 
bissetriz AD, de um A ABC, quando são dados os E dos três 


lados do A; imei i 
io a mas, em primeiro lugar, é necessário calcular os segmentos BD 


| Voltando à igualdade (T) e nela subs- | 
tituindo AD.DE por BD. DC, teremos: l 


o 
Dannan a 


repete 
ipi 
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Teorema. O produto de dots lados de um triângulo é igual 
ao produto dos segmentos subtrativos que à bissetriz do ângulo ex- 
terno adjacente ao ângulo formado por aqueles dots lados determina 
no terceiro lado, menos O quadrado desta mesma bisselriz. 





ao ZA do A RABO, isto é 1 = 2 a 
“AM éa bissetriz do Z BAC, isto é, a = b. 
T. (AB.AC = BD.CD - AD! | 
É as vértices do A ABC, é sempre possível fazer passar 
aa nn prolonguemos a bissetriz AD até aa 
a O no ponto E. Tracemos & corda BE e comparemos os & À 
e ACD. Os 4 BAC e CAF, sendo adjacentes a nn Sun nr 
t AM nto MAD esde que At 
“ses AM e AD formam um Z reto MAD. de q 
o S de AD, então o Z EAM é também um A a 
Ea o Z3 é igual ao Z1, porque os A3 e 1 são respectivamente 
, 


AD é a bissetriz do < externo adjacente 
F | 


ilá 5 do inscrito 
complementos dos 4 a e b. O quadrilátero AEBC sendo o 


8156) Mas, o Z 7 é tam- 
é lemento do Z 6. (E.M.T.V $1 i Ê i 
AE do Z 6. Então o <5 é igual ao < 7. Conclue-se 
então que os & ABE e ACD têm: 


| A ABE m A ACD q. caso) 
| AB AE . AB.AAC=AD.AE 


o> > W> 
ii 
> N> tm 


| AD “ENO 
AB.AC = AD(ED - AD) 


AB.AC = AD.ED -AD (1) 


ar ma tr ni e ra Apa a t eE É. ama mim, ruas ui a mara = PR 
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Para chegar à tese é necessário provar que o produto AD. ED 
é igual ao produto BD.CD. Comparemos os A ADC e BDE. 


J9=g i 

e O AD CD 
CAD = EBD. 

A ADC my A BDE (1.º caso) 


Voltando à igualdade (I) e nela substituindo AD.ED por 
BD.CD, teremos: 


BD ED 
AD. ED = BD.CD 


ABAC = BD.CD-AD? uq 


Observação. Éste. teorema nos permite calcular o comprimento da 
bissetriz exterior AD, de um À ABC, quando são dados os comprimentos dos 


três lados do A; mas, em primeiro lugar, é necessário calcular os segmentos 
BD e CD. ($83) N 


Observação. Os enunciados dos teoremas demonstrados nes- 


te capítulo são clássicos, porém, incompletos. O estudante deve . 


completá-los mentalmente, com as seguintes restrições: 


a) os segmentos citados em um teorema são medidos .com a 
mesma unidade. cê 

b) são os comprimentos resultantes destas medidas que consti- 
tuem, prôpriamente; a equação contida em cada teorema. | 

Considerando, por exemplo, o teorema das medianas, devería- 
mos dizer: : Be: 

Medindo com a mesma unidade os três lados e as três medianas 
de um A, à soma dos quadrados dos comprimentos de dois lados é 
igual ao dôbro do quadrado do comprimento da mediana relativa ao 
terceiro lado, mais o dôbro do quadrado da metade do comprimento 
dêste mesmo terceiro lado. . 


Exercícios. Série XLVI (*) 


1. Em um À retângulo, os catetos b e c medem respectivamente 2,3m 
e 34m. Calcular a hipotenusa. 


2. A hipotenusa de um À retângulo mede 1,2m e um dos catetos mede 
0,8m. Calcular o outro cateto. 

3. Uma escada com 8,5m de comprimento é apoiada a uma parede, 
O pé da escada dista 2,3m da parede. A que altura a escada toca na parede? 

4. Calcular os dois catetos de um À retângulo, sendo a sua soma igual 
a 24,5m e sendo à hipotenusa igual a 17,5m. 


(*) Convém ler a Nota da pág. 271. 
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5. Calcular os dois catetos de um À retângulo, sendo a sua diferença 
unl r Em SENNA E o ai dos catetos é 3,6m e a hipotenusa 
EE Rn FE SR dos catetos é de 8m e à hipotenusa 
a REU Fa e a hipotenusa mede 40m. Calcular 


Ee ço dE a A retângulo, o cateto AB mede 7m e o cateto AC, 8m. 
Calcular a projeção de cada cateto sôbre a hipotenusa. ; 


10: Em um À retângulo, os catetos medem 5m e 6m. Calcular a altura 
relativa à hipotenusa. 


N. B. Calculando a hipotenusa acharemos 461. Não devemos substi-. 


tuir vyol pelo seu valor aproximado. O radical 61 desaparece no cálculo da 
l i : ; 
o Em um À retângulo, a hipotenusa mede a e au dos catetos mede 
al tro cateto e a altura relativa à hipotenusa. : i 
So D a de um A retângulo mede 12m e a altura relativa à hi- 
: leular o outro cateto e a hipotenusa. e | 
Pa o de um À. retângulo tem 1,3m e sua projeção sobre a hi- 
potenusa, 0,4m. Calcular « altura relativa à hipotenusa. o outro cateto e a 
aa um À retângulo, a altura relativa'à hipotenusa determina dois. 
ntos BD = 4m é CD = 5m. Calcular a altura do A e os dois catetos. 
pg Em um À retângulo, a-diferença entre a hipotenusa e o i T 
maior é de 1,4m e a diferença entre a hipotenusa e o cateto menor é de 2m. 
hipotenusa e os dois catetos. l a 
A Dek os três lados de um A a, sabendo que o perí 
ede 22m e que a diferença dos catetos “de 2m. 
SR E os três lados de um À retângulo, sabendo que a soma 
de seus lados é 84 e que a soma dos quadrados de seus lados é 2450. 
18. Em um A retângulo, sendo AB e AC os catetos, temos que 
AB “ACI? :16. Medindo a hipotenusa 50m, calcular os dois catetos. 
j 19. O lado de um À equilátero medė 15m. Calcular a altura. 
20. A altura de um À equilátero mede 7m. Calcular o lado.. 
21. O lado de um À equilátero mede 1,2m., Calcular a altura, sem re- 
ja E de um À equilátero mede 12m. Calcular o lado, sem re- 
s a 2 H 3 y 
wE o o lado e a altura de um À equilátero, sabendo que a soma 
inhas é 50m. E 
aque "O R de um À isósceles mede 40m e a altura, 12m. Calcular 
, isto é, o lado que não tem igual. 
é o O perímetro de um A isósceles qe 50m e a base, 9m. Calcular 
lativa ao lado que não tem igual. 
E E T base de um A isósceles mede 1,4m e a altura, 1,8m. Calcular o 


perímetro. 


erre rem 


Relações Numéricas no Triângulo 213 





2%. A hipotenusa de um À retângulo isósceles mede 18m Calcular os 
catetos e a altura relativa à hipotenusa. Ê 


28. Em um À isósceles, a razão entre um dos lados ao sa base é 3,2. 


29. Em um À ABC, a=7m, b=8m e c=10m. Determinar a natureza 
dos $A, B e C, isto é, venficar se os 4 do À são agudos, retos ou obtusos. 
a seguida, eonstruir um A mais ou menos de acôrdo com os dados do pro- 

ema. 

30. Exercício análogo ao anterior sendo a = 12m, b = 16m ec = 20m. 

31. Exercício análogo ao anterior, sendo a = im, b = 10m e c = 15m. 

32. Em um À ABC, q = 7m, b = 8m e c = 10m. Calcular, sem `o au- 
xílio da fórmula, a altura relativa ao lado maior. . 

N. B. Para resolver êste problema com mais facilidade, é conveniente 
determinar a natureza dos ;$, desenhar um À mais ou menos de acôrdo -com 
os dados e tomar como base o lado c. 

33. Em um À ABC, a = öm, b='7m e c= lim. Calcular a altura 
relativa ao lado b. - ê 

34. Em um À ABC, a = “tim, b = 8,2m e c = 10,1m. Calcular as 
projeções dos lados a e b sôbre o lado c. 

35. Em um À ABC, a = 5m, b = 7m e c = ilm. Calcular as proje- 
ções dos lados a e c sôbre o lado b. o 

é 36. Em um À ABC, o lado c mede 7m, o lado b mede 10m e a projeção 
do lado c sôbre o lado a mede 3,1 m. Calcular o comprimento do lado a. O 
problema tem duas soluções. i j 

37T. A distância entre duas | é de 60m. O segmento AB que as duas 
|| determinam em uma secante, forma com uma das fj um < de 45°. Calcular 
o comprimento do segmento AB. E 

38. Exercício análogo ao anterior, tendo o <, 60º. 

39. Exercício análogo ao anterior, tendo o <, 30º. ; 

40. O segmento AB de uma reta cortada por duas || mede 12m e forma 
com uma delas um Z de 135º. Calcular a distância entre as duas J. 

4. Em um A ABC, a= 3m, b =4m e c= 6m. Calcular as três 
alturas com o auxílio da fórmula. 

; 42. Em um A ABC, a = im, b = 10m e c = 12m. Calcular o com- 
primento da bissetriz do Z C, ; 

43. Em um À ABC, a = Tm, b = 10m e c = 12m. Calcular o compri- 
mento da bissetriz do Z externo adjacente ao Z C. 


a altura relativa ao lado BC.. Na altura AD, a partir de A, toma-se um 
segmento AM, igual a 3% da mesma altura, Pelo ponto M traça-se uma || ao ~ 
lado BC. Esta || corta os lados AB e AC respectivamente nos pontos E e F, 
Calcular o comprimento do segmento EF. 

46. Dados dois segmentos retilíneos a e b, construir um segmento z 
que seja iguala V a? + b2. 

47. O lado de um quadrado mede 37,5m. Calcular a diagonal. 

48. A diagonal de um quadrado mede 720m. Calcular o lado. 
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49. O lado de um quadrado mede 15m. Unem-se os meios dos lados 
dêste quadrado, formando assim um segundo quadrado cujos vértices são 
os meios dos lados do quadrado primitivo. Caleúlar o lado e a diagonal do 
segundo quadrado. à 

50. Calcular a diagonal de um. quadrado cujo lado é igual à hipotenusa 
de um À retângulo cujos catetos medem respectivamente 6m e 7m. 

51. Em um quadrado, a soma do lado e da diagonal é 500m. Calcular 
as duas linhas. i ó 

52. Os dois lados consecutivos de um retângulo medem 7,2m e 3,4m. 
Calcular as diagonais. ? 

53. A diagonal de um retângulo mede 8,5m e à base, 7,1m. Calcular a 
altura. à ; 

54. A base de um retângulo mede 5,2m e à diagonal 6, Im. Calcular 
a altura. SR 

55. O perímetro de um retângulo mede 320m; à altura é igual a % da 
. base. Calcular as diagonais. 

56. As dimensões de um retângulo são proporcionais aos números 5 e 6, 
e a diagonal mede 45m. Calcular as duas dimensões. 

- 57. A razão de dois lados consecutivos de um retângulo é igual a 0,2. 
A diagonal mede lim. Calcular a base a à altura do retângulo. 

“58. As dimensões de um retângulo são 3º e 72. Calculá-las, sabendo 
que à diagonal mede 12m. sao: 

59. Dois lados consecutivos de um C] medem respectivamente 4m e 5m. 
Uma das diagonais mede 8m: Calcular a outra diagonal. 

60. As duas diagonais de' um £] medem respectivamente Bm e 6m. Um 
dos lados mede 3m. Calcular o perímetro do L. x ç 

61. Os dois lados consecutivos de um [J formam um Z de 60º e medem 
respectivamente 20m e t2m. Calcular a altura do [C], tomando por base 
o lado de 20m. p í 

62. Um dos lados menores de um LI mede 15m, a altura relativa ao lado 
maior mede 12m e à diagonal menor, 20m. Calcular o lado maior e a diago- 
nal maior do LJ. - ) 

“63. Em um retângulo ABCD, a base AB mede 8m e a altura AD, 6m. 
Em um segundo retângulo semelhante ao primeiro, à diagonal mede 50m. 
Calcular as duas dimensões do segundo. 

— 64. Os dois lados consecutivos de um LJ medem respectivamente 11m 
e 18m, e à diagonal menor mede 15m. Calcular a altura relativa ao lado de 18m. 

65. Os dois lados consecutivos de um L medem respectivamente 21m 
e 30m, e a diagonal maior, 40m. Calcular a altura relativa ao lado de 30m. 

66. Calcular os dois lados consecutivos de um L7 cujo perímetro mede 
60m, sabendo que as duas diagonais medem respectivamente 20m e 30m. 

67. O perímetro de um losango mede 68m. Uma das diagonais mede 
30m. Calcular a outra. f 

68. Calcular o perímetro de um losango no qual a diagonal maior mede 
2,4m e a menor Ê igual ao lado. ` 

69. As diagonais de um losango medem 15m e 20m. Calcular o perí- 
metro do losango 
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70. As diagonais de um losango estão entre si como 3 está para 5, 
e o perímetro do losango mede 4,8m. Calcular as diagonais. 

41. Em um trapézio retângulo, a base maior mede 8,5m, a base me- 
nor mede 6,2m e O lado oblíquo mede 3,1m. Calcular a base média do tra- 
pézio e a altura. 

72. Em um trapézio escaleno, as bases medem 9m e 6m. Os lados não 
|| medem 4m e 3m. Calcular a base média e a altura. a 

73. Em um trapézio retângulo, as bases medem 1,8m e 1,2m e a altura 
0,6m. Calcular o lado oblíquo. i À 

74. Em um trapézio ABCD, a base AB mede 14m e a base CD, 9m. A 
altura do trapézio é de 5m. Prolongam-se 08 lados AD e BC até se encontra- 
rem num ponto E. Calcular a altura do A ABE. 

75. As bases de um trapézio medem 15,8m e 11,7m. Calcular os três 
segmentos que as duas diagonais determinam na base média. 

76. Sôbre o lado maior CD de um retângulo ABCD, constrói-se um A 
retângulo DCE, formando-se assim um trapézio ABED cujas bases são AD 
e BE. Sendo AD = 12m, AC = 15m e DE = 15m, calcular a base média 
do trapézio e suas diagonais. O ponto E fica situado no prolongamento de BC. 

77. Em um trapézio escaleno ABCD, a base menor CD (a de cima) mede 
7m; os lados não || | AD (à esquerda) e BC (à direita), medem respectivamen- 
te 5m e 8m. A projeção AM, de AD sôbre AB, mede 2m. Calcular as diago- 
nais do trapézio. 

N. B. Calcular primeiramente a altura DM; conhecendo a altura DM 
ou CN, calcular BN, etc.. i 

78. Os quatro lados de um quadrilátero medem respectivamente 7, 9, 
tie 13 metros. As duas diagonais medem 12 e 15 metros. Calcular o segmento 
que une os meios das diagonais. 


CarfruLO IX 
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95. Cordas e diâmetros. Teorema. Uma corda é média 
geométrica entre sua projeção sôbre o diâmetro que passa por uma 
das suas extremidades e o diâmetro todo. 


T. LAB* = BD.BC. 


Une-se o ponto A ao ponto ©. O Z 

CAB é reto (por que ?); logo, o A ABC é 

RE retânguló, e o cateto AB é média geomé- 

trica entre sua projeção BD sôbre à hipo- 
tenusa BC, e a hipotenusa toda. (890) 

“Teorema. Se, por um ponto qualquer 

Fig. 40 de uma circunferência, baiz rmos uma per- 





pendicular sôbre um diâmetro, esta perpen- . 


dicular é média geométrica entre os dois segmentos que ela deter- 
mina no diâmetro. i : 

Na O de centro O, tracemos o diâmetro BC e, pelo ponto A, 
tracemos AD L BC. Unamoso ponto À aos pontos Be C. Trata- 
se de provar que AD* = BD.DC. O A ABC é retângulo; 
portanto, a altura relativa à hipotenusá é média geométrica entre 
os dois segmentos que ela determina na 
hipotenusa. ($90) o i da 


96. O raio de um círculo cire 
cunscrito a um triângulo. Teores 
ma. O produto de dois lados de um 
triângulo é igual ao produto da altura re- B 
lativa ao terceiro lado, pelo diâmetro do 
circulo circunscrito ao mesmo triângulo. 

Seja o A ABC, inscrito na O de 
centro O. Tracemos a altura AD elo 








ro a sa 


© constante. 
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diâmetro AE. Temos de provar que AB.AC = AD.AE ou 
be = ha X 2R. Í 
- À letra R designa o raio do círculo circunscrito ao A ABC. 
Tracemos à corda BE e comparemos os A ABE e ADC, 
ABE = ADC (por que?) 
E = C (por que ?) 
1 =2 (por que?) 
AABE A ADC (o caso) CR 


Problema. Conhecendo os três lados de um A ABC, calcu- 
lar o raio do círculo circunscrito. ` 

Sejam a, be c os três lados do A, e R o raio do círculo cir- 
cunscrito. Acabámos de provar que e: 


AE AB 
AC AD 
be = ha X 2R 


. ABAC=ADAE.-. 


de = h X 2R (1) 
e 
Mas, h = Vep-ap-Dp-o) ; 


- Substituindo em (I), teremos: 


4R V'p(p -«)tp-b)p-c) 


be = 
e 
abc = 4R V pp -alp -p0 
ù abe TE 


Rere E a A 
4 V pip- a) (p -0)(p-c) 


97. Potência de um ponio em relação a um círculo. 
Teorema. Se, por um ponto tomado no interior de uma circun- 
Jerência, traçarmos uma corda qualquer, o 


2 


produto dos dois segmentos desta corda é 





-Na O“de centro O (fig. 49) e. por BÅ 
um ponto interior qualquer A, tracemos 
uma corda qualquer BAC. Trata-se de 
provar que o produto AB.AC é cons- 
tante, seja qual for a posição da corda 
BAC. Ora, se traçarmos pelo ponto A, remessas 
outra corda qualquer DAE, e provarmos Fig. 42 


218 Elementos de Matemática 


que AB.AC = AD.AE, o teorema estará demonstrado. Tra- 
cemos as cordas BE e CD e comparemos os A ABE e ADC. 
Os 4 B e D são iguais porque têm por medida a metade do 
arco EC; os 4 E e C são iguais porque têm por medida a metade 
do arco BD; portanto, os dois A são semelhantes e teremos: . 


AB AE 
(Œ) Da AB.AC = AD. AE C.Q.D. 
Observando a igualdade (1), podemos eniunciar o teorema que 
acabámos de demonstrar, com as seguintes palavras: duas cordas 
quaisquer se cortam em partes inversamente proporcionais. 
Teorema. Se, por um ponto tomado no exterior de uma cir- 
cunferência, traçarmos uma secante qualquer, o produto das dis- 
tâncias dêste ponto aos pontos de intersecção da secante com a cir- 


. cunferência, é constante. 


Na O de centro O e por um ponto exterior qualquer À, 
tracemos uma secante qualquer ABC. Trata-se de provar que 
o produto AB.AC é constante, seja qual for a posição da se- 
cante ABC. Ora, se traçarmos pelo ponto A; outra secante qual- 

E - quer ADE e provarmos que 

o AB.AC = AD.AE, o teorema 

estará demonstrado. Tracemos 
as cordas BE e CD e compare- 
mos os A ACD e ABE. Os 4C 
e E são iguais, porque têm por 
medida a metade do arco BD; o 
Z A é comum; logo, os terceiros 





Fig. 43 A são semelhantes e teremos: 


AB AE 
AD AC 


: Observando a igualdade (II) podemos enunciar o teorema que 
acabámos de demonstrar, com as seguintes palavras: duas secantes 
traçadas por um mesmo ponto exterior à O, são inversamente pro~ 
porcionais aos seus segmentos exteriores. 

Teorema. Se, por um ponto exterior a una circunferência, 
traçarmos uma tangente e uma secante, a tangente é média geomé- 
trica entre o segmento exterior da secante e a secante inteira. 


(ID ARACE ADAE CQD 


4 T. { AB? = AC.AD 


- AABE e ADC são iguais, os dois. 
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H ( AB é tangente. 
* À ACD é secante. 


Unamos o ponto B aos pontos 
4 Ce D e comparemos os A ABC e 
i ABD. O Z A é comum aos dois 
A; o Z D e o Z ABC são iguais, 
porque têm por medida a metade 
do arco BC; (E.M.T.V.§§151 e 
153) portanto, os terceiros 4 são iguais, os dois A são semelhantes 


e teremos: 
AB AC ——a 
(Eai Se oE = AD.AC C.Q.D. 
AD = as AB D CA 


Chama-se potência de um ponio em relação a uma O, o proe 





duto das duas distâncias dêst-: 


ponto à O, distâncias estas con- 
tadas numa secante qualquer tra- 
cada pelo ponto dado. A potên- 
cia do ponto P, em relação à 
~P O de centro O, é PA.PB; a 
do ponto P’ é P'A.P'B. Como 
vimos nos teoremas anteriores, 





E Fig. as em relação a uma O dada, é 
Š uma quantidade constante. 


Teorema. A potência de um ponto P, situado a uma dis- 
; tância dada d, do centro de uma circunferência de raio dado x, é 
igual, em valor absoluto, a dê? — 2. 
Se o ponto P é exterior à O, teremos (fig. 45): 
PA.PB = PC.PD = (d-r) (d +r) = =" 
Se o ponto P’ é interior à O, teremos: 
PA.PB = PE.P'F = (r-d) (r +d) = P-P 
PA.PB = —(dº-r?) 
Quando P é exterior, a potência é positiva; quando P é 
interior, a potência é negativa; quando P é aferente (sôbre a O), 


a potência de um ponto dado | 
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PERAR AEREA e 


a potência é nula. Sendo P exterior, os segmentos PA e PB estão 
dirigidos no mesmo sentido e seu produto é positivo; sendo P 
interior, os segmentos PA e PB estão dirigidos em sentidos con- 
trários e seu produto é negativo; sendo P aferente à O, um dos 
segmentos PA ou PB é nulo e seu produto é nulo. 


98. Construções geométricas. Medir uma superfície plana 
limitada é compará-la com outra superfície plana limitada, e to- 
mada como unidade. O resultado desta comparação é um número 
que se denomina área da superfície dada. Portanto, as palavras 
área e superfície significam coisas diferentes. 

A unidade de área é, em geral, o metro quadrado, isto é, um 
quadrado cujo lado mede um metro. Nem sempre duas supcr- 
fícies planas limitadas podem coincidir; entretanto, podem ter 
a mesma área; neste caso não são iguais, mas equivalentes. 

A figura ABCD é um retângulo e a 
figura MNRS é um quadrado. Para cal- 
cular a área de um quadrado, é bastante me- 
dir o comprimento de um de seus lados, por 
exemplo MN e, em seguida, calcular a se- sr 
gunda potência do número que mede MN; 
para calcular a área de um retângulo, é bas- 
tante medir dois lados consecutivos, por 
exemplo, AB e BC e, em seguida, multipli- mt Sm 
- car os dois números que medem respectiva- Fig. 46 
mente AB e BC. Assim, se o lado do qua- 
drado MNRS mede 6m, a área dêste quadrado é 36m?; se os 
lados AB e BC do retângulo ABCD medem, respectivamente, 
9m e 4m, a área dêste retângulo é 36m?. E as figuras ABCD e 
MNRS que, não sendo iguais têm, entretanto, a mesma área, são 
chamadas egiivalentes. È i ; 

A segunda potência de um número é também chamada qua- 
drado dêste número, porque ela representa a área de um quadrado 
cujo lado é medido por êste número. O produto de dois números 
pode ser denominado o retângulo dêstes números, porque êle re- 
presenta a área de um retângulo no qual dois lados consecutivos 
são medidos pelos dois fatores do produto. Então a segunda, 
- potência de 6 pode ser representada gràficamente pelo quadrado 
MNRS, cujo lado mede 6; o produto 9 X 4 pode ser representado 








N 








{ 
i 
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neee a aere 


` pelo retângulo ABCD, cujos lados AB e D 


BC medem respectivamente 9 e 4. 

E” sempre possível transformar um 
retângulo em um quadrado equivalente. 
Sejam AB e BC (fig.47) os dois lados con- PAS A VERE 
secutivos de um retângulo. Traçamos um A B c 
segmento AC=AB+BC. Sôbre AC como 
diâmetro, traçamos uma O. Pelo ponto B 





Fig. 47 


_ traçamos BD L AC. O lado do quadrado equivalente .ao retân- 


gulo dado é BD. Para prová-lo, tracemos as cordas DA e DC. 
O A ACD é retângulo; logo BD? = AB.BC. (895) 

Todas estas considerações foram necessárias com o fim de 
chegar à seguinte conclusão: para representar gráficamente o pro- 
duto de dois segmentos, não é necessário traçar o retângulo cor- 
respondente, nem-q, quadrado equivalente a êste retângulo; é. 
bastante traçar o lado do quadrado. 


Primeiro problema. Construir dois 
segmentos, conhecendo sua soma e seu produto. 
Seja s a soma dos dois segmentos pedi- 

dos e p o segmento cujo quadrado repre- 
senta o produto dos mesmos segmentos. To- 
- mando AB como diâmetro, traçamos uma O; 
por À traçamos AC igual a p e LAB. Por 
C traçamos CE || a AB. Esta || corta a O 
nos pontos D e E. Pelo ponto D traçamos 
DM LAB. Os dois segmentos pedidos são MA e MB. Com 
efeito, MA + MB = AB =s e MA.MB = MD? = p°. (895) 





Fig. 48 


. Setraçarmos EN L AB, teremos as soluções NA e NB que, na rea- 


lidade, são iguais às soluções MA e MB, como é fácil demonstrar. 
Quando p = = a | CE é tangente à O no ponto R, a L 


DM toma a posição OR e os dois segmentos pedidos serão OA e 
OB, isto é, as duas metades de s. l 


Quando p > > o problema não tem solução. 


Segundo problema. Construir dois segmentos, conhecendo . 
a sua diferença e o seu produlo. : 
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| Seja d a diferença dos dois segmentos pedidos e p o segmento 
cujo quadrado representa o produto dos mesmos segmentos. Sôbre 
AB = d, como diâmetro (fig: 49), traçamos uma O. Por A traça- 
mos AC = pe L AB. Por C traçamos à secante CDE. Os dois 
segmentos pedidos são CD e CE. Com efeito, CE — CD = DE = 
=AB=d e CD.CE=AC'=p” (897. 3.º teore- 
ma) fiste problema sempre tem solução. 
Terceiro problema. Construir a média 
geométrica de dois segmenios dados ou de dois 
números dados. 
= Sejam m'en os dois segmentos dados. 
(fig.50) Sôbre uma reta tomamos AC =m 





e BC = n. Sôbre AB como diâmetro, tra- 
E çamos uma O e, jem seguida, CD L AB. 
Fig. 49 A média geométrica dos segmentos, dados 
m em é CD. Com efeito, CD” = AC. BC 


§95) `. CD = mn. 
A média aritmética dos segmentos m e n é 


A? -op-0D. Ora, CD < OD. (por que ?) 





Demonstra-se assim graficamente que à média À OC B 
geométrica de dois números é menor do que Fig. 50 É 
a média aritmética dos mesmos dois números. 8 

As vêzes, na construção da média geométrica de dois seg- ' 


mentos, não é possível colocá-los um em continuação ao outro. 
Traçamos então um segmento AB =m. 
(fig.51) Neste segmento, e à partir de 
B, tomamos um segmento BC=n. Sô- 
N bre AB como diâmetro, traçamos uma O. 





Pelo ponto Œ traçamos DC L AB. Fi- 
| nalmente traçamos a corda BD. A média 
TB geométrica dos segmentos dados m en é 


Riad BD. Com efeito, BD? = AB.BC (895) 


- BD? = mn. Š 


99. Representação gráfica dos números irracio- 
nais. Não é possível obter o valor exato dos radicais 
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V2, V3, y5. V7, etc.. Entretanto, é possível a sua representa- 
ção gráfica. l $ 
Seja AB (fig. 51) um segmento que representa, por convenção, 
o número um. Tracemos o A retângulo ABC, sendo BC = AB. 
Aplicando a êste A o teorema de Pitágoras, teremos: 
AC = AB? + BC.” 
AC =1+1 
AC = 2. 
Portanto, o segmento AC 
representa o radical V2. 
Considerando o A retân- 
gulo ACD, no qual CD=AB, 
teremos: 
AD =AC 4 CD. 
AD? = (V2)2+1 
AD? = V3. 
O segmento AD represen- 
ta, pois, o radical V3. i 
E asim por diante. 


Se o desenho for bem fei- 
to, verificar-se-á que AE = 2AB e AJ = 3AB. 


100. A divisão áurea de um segmento retilineo. Di- 
vidir um segmento dado em média e extrema razão é dividí-lo 
em dois segmentos tais que O maior seja média geométrica entre . 
o menor e o segmento todo. ste problema é também conhe- 





© cido pelo nome de divisão áurea de um segmento retilineo. 


Dividiremos a resolução dêste problema em três partes. 


d-x. 
TAEL sa À — e 
parT 7a P dead ad E 










~ 


Fig. 53 d 


Primeira parte. Resolução algébrica do problema. 
Seja AB o segmento dado. Suponhamos o problemä resolvido 
e seja X o ponto que divide o segmento AB em média e extrema 
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razão. Façamos AB = d, XA = z e XB=d-g. De acôrdo 
com o enunciado do problema, teremos: Rits à 


~ 
`~ 


T 


8 
Il 


Ao E SE 
E E [so as E 
2 = ddr i d a 
PF de-e =O pa Sitel ao) 
d d? 2 i festa ça 

l 

l 

l 

| 


d 5d? ` 
-4a 
Sendo V5 = E à PD , teremos: 
i 
x' L X(+1,236;.) i 


d o 
(1 - V5) 


Obtivemos para x dois valores ir- 


I 


` 


i 
"— Ex (-3,286.. Jı com a aproximação que se quiser. 


O primeiro valor de x nos mostra que existe um ponto X, situa- . 


- do entre À e B, que resolve o problema. Para localizar êste ponto, 
tomamos-em AB, a partir do ponto A, um segmento AX igual a 


Es X 1,236... Sendo AX = £ X 1,236... . resulta que AX > i. 


E A . o o OE A iz À 
Eis por que, ao iniciar a resolução dêste problema, colocâmos o - 


ponto. X, mais proximo de B do que de A. 


` O segundo valor de z nos mostra que existe um ponto X’, 


situado à esquerda de A, no prolongamento do segmento AB, 
(880) que também resolve o problema. Para localizar êste segundo 


ponto, tomamos no prolongamento de AB, a partir do ponto A. 


eparaa esquerda, um segmento AX’ igual a z X 3,326... Sendo 


AX’ = E X 3,826... resulta que AX’ > d, porém AX’ < 2d. 


Entretanto, a construção rigorosa dos pontos XeX' éa 
que vamos dar na terceira parte. 
~ Segunda parte. Preparação para a resolução gráfica do 
problema. Já sabemos que o problema tem duas soluções: os 


racionais, mas que podem ser calculados . 


mento 


me = 


ea DE Pet ei tes 


Faa 


Ea 
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pontos X. e X’. Para resolver graficamente o problema, temos 
de demonstrar a seguinte 


TO NESNCA E | 7 Desde que os pontos X e X’ 
T. = A. XA = ap ] dividem o segmento AB em média 
a E ie extrema razão, teremos: 


. XB XA s RTL AT , 

ie (D o =-AB. X'B 

XB XA E 

xa Sp D XA-XA=AB.X'B-AB.XB -. 


(X'A + XAJXX/'A — XA) = AB(X'B- XB) 
XX(X'A - XA) = AB. XX 
NARA = AB (ID. 


Portanto, a primeira parte da nossa tese está demonstrada. 


“Para demonstrar a segunda parte, entremos na igualdade (II) 


com o valor de X'A tirado da igualdade (III), eliminando sômente 

um dos meios. Teremos: x - 
XB CIVA i XA.X'A=AB.X'B-AB.X'A .. 

XA + AB * AB | XA.XA=AB(X'B-X'A) 

XA XA+-X'A.AB=ABX'B! XA.X'A=AB? 


| Terceira parte, Resolução gráfica do problema. Vamos 
dividir grificamente o segmento AB, em média e extrema Ta- 


` zão, localizando os pontos s -> 


a 
e =. 
rd nes 





X e X’. Desde que. 
X’'A-XA = AB 
XA.XA = AB? 

conclue-se que, construir 

ou determinar gràfica- 

mente os segmentos XA Fig. 54 

e X'A é construir dois 

segmentos dos quais se conhece a diferença e o produto. (898) 

Traçamos por B, o segmento BC L à AB e igual à AB. Com 

centro em O, ponto médio “de BC, traçamos a O de raio OB. 
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meme mma 





Traçamos a secante AE, passando pelo centro da O. Em se- 
guida, tomamos AX = AD e AX' = AE. E teremos obtido os 
pontos X e X’. Com efeito, 
XA-XA = AE-AD = DE = BC = AB 
“XAXA = AB.AD = AB” (897, 3º teorema) 


Exercícios. Série XLVII 


1. Em uma O com 6m de raio, traça-se uma corda com 2,5m. Calcular 
a projeção desta corda sôbre o diâmetro que passa por uma das suas extremi- 
s. 
Ta 2. A projeção de uma corda sobre o diâmetro que passa por uma das 
suas extremidades, é igual a 4,1m. Sendo o raio da igual a 8m, calcular 
o comprimento da corda. x, 
3. A projeção de uma corda sôbre o diâmetro que passa por uma das 
suas extremidades é-igual a 2,2m. Sendo a corda igual a 8m, pede-se o raio 
O : Ê - 
x - 4 Por um ponto tomado em uma O, traça-se uma + a um diâmetro. 
Esta L mede 3,5m e um dos segmentos que ela determina sôbre o diâmetro 
mede 10m. Calcular o raio da D. > AARS f 
5. Por um ponto tomado em uma O, traça-se uma L a um diâmetro. 
Esta -L determina no diâmetro dois segmentos cujos comprimentos respectivos 
são 11 5m e 3,2m. Calcular o comprimento da 1. Quanto mede o raio da O? 
. 6. O raio de uma O tem 22m. Traça-se uma corda com 14,1m. Calcular 
a distância do centro à corda. Daph y 
7. Em uma cujo raio mede 15m, traça-se uma corda cuja distância 
ao centro é de 7,2m. Calcular o comprimento da corda. | - 
l 8. Uma corda mede 7,2m. Sua distância ao centro é de 5,1m. Calcular 
o raio da ©. $ : 
9. São dadas duas © secantes cujos raios medem respectivamente 
2,8m e 2,5m. A linha dos centros mede 3,1m. Calcular o comprimento da 
corda comum às duas 


10. São dadas duas E secantes cujos raios medem respectivamente 6,2m - 


e 3,8m. A corda comum às duas O mede 2,4m. Calcular a linha dos centros. 
11. São dadas duas O secantes. A corda comum mede 12m, dista 7,2m 
de um dos centros e 4,2m do outro. Calcular os raios das duas 
“2. Em uma O cujo raio mede 12m, toma-se um ponto A, situado a 
5,6m do centro. Pelo ponto A traçam-se às cordas BAC e DAE. Calcular as 
“duas cordas, sabendo que & corda BAC é a menor possível e a corda DAE 
é a maior possível. 
13. Uma corda mede 20m. Sua distância ao centro é de 12m. Calcular 
a projeção da corda sôbre o diâmetro que passa por uma das suas extremidades. 
14. Uma corda tem 16m. Sua distância ao centro é de 25m. Traça-se 
um diâmetro -L à corda. Calcular os dois segmentos que a corda determina 
no diâmetro 


aeee quo | ra ça cena mr e 
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15. Calcular a flecha de uma corda com 16m, numa O cujo raio mede 26m. 
16. Em uma O com 45m de raio, traça-se uma corda cuja flecha tem 
1,4m. Pede-se o comprimento da corda. 


17. Uma corda tem 32m e a flecha, 4,4m. Calcular o raio da O. 


18. O raio OA de uma O mede 20m. A corda AB mede 7m. Calcular 
a corda BD do arco duplo BAD. 


N. B. Traçar a figura; calcular a projeção AC, da corda AB sôbre o 
diâmetro AOF, ($ 95, 1.º teorema); calcular em seguida BC, ete.. 

19. Em uma O com 20m de raio, traça-se um diâmetro AB, horizontal. 
Traça-se uma corda AC, acima de AB, com 8m; traçam-se duas cordas BD 
(acima de AB) e BE (abaixo de AB) cada uma também com 8m. Calcular 
a corda CD; provar que a corda CE é um diâmetro. 


20. Em uma O cujo raio mede 15m, inscreve-se um trapézio cuja base 
maior é o dôbro da base menor, e passa pelo centro da O. Demonstrar que 
o trapézio é isósceles; calcular o comprimento dos lados não | e a altura do 
trapézio. 

21. Por um ponto M, situado no interior de uma O, traçam-se duas 
cordas AMB e CMD. Os segmentos MA e MB medem respectivamente 5m 


e 7m. Calcular os segmentos MC e MD da corda CMD cujo comprimento 
total é de 14m. Roe 


22. Por um ponto M, exterior a uma O, traçam-se duas secantes MAB 
e MCD. Sendo MA = 12,5m, MB = 23m e MCD = 42m, calcular MC. E 
23. Por um ponto M, situado no exterior de uma O, traçam-se. duas 
secantes’ MAB e MCD. MA, segmento externo da primeira secante, mede 
2,1m; AB, segmento interno da primeira sccante, mede 8,3m. Calcular o: 


segmento externo e o segmento interno da secante MCD, cujo comprimento 
total é de llm. 


24. Por um ponto 'M, situado no interior de umaO, traçam-se duas 
cordas. O produto dos dois segmentos de cada uma destas cordas é igual 
E E O raio da O tem 5,1m. Calcular a distância do ponto M ao centro 

A E 

23. Em uma O com 12m de raio, traça-se uma corda AB que passa 
por um ponto M, situado no interior da O. Sendo MA = 3m e MB = õm, 
calcular a: distância do centro da O à corda AB. 

26. Por um ponto A, situado em uma O, traçam-se duas cordas AB 
e AC, formando um Z de 90º. Sendo AB = 2,1m e AC = 3,2m, calcular 
o raio da Í 

27. Calcular as dimensões de um retângulo inscrito em uma O com um 
raio de 8m. sabendo que o perímetro do retângulo mede 40m. 

28. Calcular as dimensões de um retângulo inscrito em uma, .O com 3m 
de raio, sabendo que a diferença entre as duas dimensões é igual a 2m. 

29. Por um ponto situado a 26m de uma O, traça-se uma tangente cujo 
comprimento é de 30m. Calcular o raio da 


N. B. Entre um ponto e uma O ha duas distâncias; a menor e a 
maior. Nás démos a menor. 


228 Elementos de Matemática 





39. O raio de uma O mede 4m. Sendo OA êste raio, prolonga-se OA, 
de um êerto comprimento AB, e pelo ponto B traça-se BC tangente à mesma O. 
Sendo BC = 11m, pede-se o comprimento de AB. 

31. Por um ponto situado fora de uma O, traçam-se uma tangente e 
uma secante. A tangente tem 5,2m e a secante, 11,4m. Calcular o segmento 
externo da secante. : 

32. Por um ponto situado fora de uma O, traçam-se uma tangente e 
uma secante. A tangente tem 6,5m e a secante 10,2m. Calcular o segmento 
interno da secante. 


33. Por um ponto situado fora de uma O, traçam-se uma tangente e i 


uma secante. A tangente tem 4m e o segmento externo da secante 3,5m. 
Calcular o segmento interno da secante. 

34. O diâmetro de uma O mede 7,4m. Prolonga-se êste diâmetro de 
uma certa quantidade BC, com 11,2m, e pelo ponto C traça-se uma tangente 
à mesma O, Calcular o comprimento desta tangente. 

35. E’ dada uma O cujo raio OA mede 4,2m. Prolonga-se OA de uma 
certa quantidade AB. Traça-se por B uma tangente BC cujo comprimento é 
igual a % de AB. Calcular o comprimento da tangente. : : 

36. O raio de uma O tem 2m. Por um ponto A traça-se uma secarite 
cujo segmento interno tem 3m e cujo segmento externo tem 5m. Caleular a 
distância do ponto A ao centro da O. ; 

“37. . No plano de uma O cujo raio tem 2,5m, toma-se um ponto A, cuja 
distância ao centro é 12m. Pelo ponto À traça-se uma secante cujo segmento 

. externo mede 10m. Calcular o segmento interno da secante. 

38. O raio de uma O mede 20m. Por um ponto A da O traça-se uma 
tangente. Por um ponto B da tangente traça-se uma secante que passa pelo 
centro da O. O segmento externo da secante é igual a quatro vêzes o diâmetro 
da O. Calcular o segmento AB. 

39. A base maior de um trapézio isósceles circunscrito mede 13,8m. Um 
dos lados iguais do mesmo trapézio mede 9,2m. Calcular a base menor e o 
raio da O inserita. 5 

40. Uma O está inscrita em um trapézio isósceles. O raio da O mede 
5m e um dos lados não || mede 16m. Calcular as duas bases do trapézio. 


“41. Em um À ABC, a = 7m, b = 8m ec = 9m. Calcular o raio da, 


O circunscrita. (8 96) 

42. Dividir um segmento de 200m em média e extrema razão. (resolução 
algébrica) : 

43. Dividir um segmento retilíneo com 8em em média e extrema razão. 
(resolução geométrica) 
. 44. O segmento maior de um segmento que foi dividido em média e 
extrema razão, mede 3,5m. Calcular o comprimento do segmento. 

45. O segmento menor de um segmento que foi dividido em média e 
extrema razão, mede 2,6m. Caleular o comprimento do segmento. 

46. Em uma O traça-se um diâmetro AB. Em seguida, traçam-se as 
cordas AC e BD. A corda AC mede 2,3m e sua projeção AM sôbre AB mede 
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0,8m. A projeção NB, de BD sôbre BA 
, O fo . mede 1,2m, i 

da o E comprimento da corda BD. ee Colas o dotea 
l. Em uma cujo raio mede 25m, traça-se um 

a Caloin a flecha da corda do a dupla, w a 
- Em uma tem-se uma corda com 4,4m: 

A ia aa o diâmetro da O. pone RO GDA dolo 
+. Uma tem 25m de raio. Por um ponto situado a 40m d 

traça-se uma secante cujo segmento externo é o tripl SR na 

Calcular o comprimento de toda a secante. a 


50. A corda de uma O mede 24 
PRESS ede 24m. A flecha do arco duplo mede 1,5m. 
51. Os raios de duas © medem respecti i 
l pectivamente lim e 25m. A linh 
us mede 50m. Calcular o comprimento da tangente comum EO 


52. N íci i ompri 
ea o exercício anterior calcular o comprimento da tangente comum. 
na Os raios a duas O secantes medem respectivamente 7m e 6m. A 
E E mede 3m. Calcular o comprimento da maior secante comum 
N. B. A maior secante comum a duas O é i 
1 c a secante traçada po 
dos Pontos de intersecção das duas ©, e || à linha dos centros. i di 


CapríTuLO X 


cs 


Polígonos Regulares 


101. Teoremas fundamentais. 
Teorema. Se dividirmos uma circunje- 
rência em n partes iguais e unirmos os 
pontos de divisão, formaremos um pol- 
gono regular inscrito; se traçarmos tan- 
gentes pelos pontos de divisão, estas for- 
marão um polígono regular circunscrito. 

Seja a O de centro O, dividida 
em n partes iguais. Unindo os pon- 
tos de divisão, formaremos o polígono 

- ABCDEFA. Os lados dêste polígono- 
são iguais porque a arcos iguais AB, 
BC, CD, etc., correspondem cordas iguais AB, BC, CD, ete.. 
Quanto aos 4, são todos 4 inscritos e cada um dêles, por 
exemplo o Z À, tem por medida a metade do arco BCDEF, isto 
é, a metade de um arco constituido por n—2 divisões da O. 
Ora, se todas as divisões da O são iguais, todos os 4 são iguais. 
Portanto, o polígono ABCDEFA, tendo os lados iguais e os £ 
iguais, é regular. i 
Para provar que o polígono circunscrito, MNRPSTM é re- 
gular, comparemos os À ABM, BCN, CDR, DEP, EFS e FAT. 
Nestes A temos AB = BC = CD = DE = EF = FA por hipótese. 
(A circunferência está dividida em n arcos iguais, e a arcos iguais correspondem 
cordas iguais.) Quanto aos 4 adjacentes aos lados AB, BC, CD, 
DE, EF e FA, são todos iguais porque cada um dêles tem por 
medida a metade do arco AB, ou do arco BC, ou do arco CD, 
ete., e êstes arcos são iguais. (E.M.T.V. $153) Portanto, todos os 
A são iguais de acôrdo com o 1.º caso de igualdade, e são isós- 
celes. Donde resulta que os 4 M, N, R, P, Se T são iguais. 
Quanto aos lados, temos AM=MB=BN=NC=CR=RD, ete., 
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Logo, MN=NR=RP, ete.. Portanto, o polígono MNRPSTM, 
tendo lados iguais e 4 iguais, é regular. 

Centro de um polígono regular é o centro das O inscrita e 
circunscrita. Raio de um polígono regular é o segmento que une . 
o centro do polígono a um dos vértices; é o raio da O circuns- 
crita. Apótema de um polígono regular é a L a um dos lados, 
traçada pelo centro do polígono; é o raio da O inscrita; OH, OL, 
etc., são apótemas. (fig. 55) Todos os apótemas de um polígono 
regular são iguais, porque cordas: iguais distam igualmente do 
centro; um apótema divide o lado do polígono regular em duas 
partes iguais, porque toda a L a uma corda, traçada pelo centro 
da O, divide a corda em duas partes iguais. (E.M.T.V 3 (139 e 140) 

Chama-se Z cêntrico de um polígono regular ao £Z formado 
por dois raios consecutivos do polígono. Pe l 

Recíproca. Todo o poligono regular é inscritível e circuns- 
crítível. (Ao cuidado do estudante) E f 


Exercícios em classe 


1.. Qual o valor do £ cêntrico de um polígono regular de n lados? 

2. Demonstrar que o Z cêntrico de um polígono regular de n lados e 
o £ do mesmo polígono, são suplementares. 

3. Demonstrar que o raio de um polígono regular é bissetriz do Z do 
mesmo polígono. 

4. Demonstrar que o apótema de um polígono regular é bissetriz do 
Z cêntrico do mesmo polígono. j 

5. Demonstrar que o Z externo de um polígono regular é igual ao Z 
cêntrico do mesmo polígono. : 


Teorema. Dado um poligono regular inserito, se prolongar- 


- mos os apótemas até encontrarem a circunferência, e se traçarmos ~ 
* tangentes pelos pontos assim determinados, estas tangentes formarão 


um polígono regular circunscrito. 

Seja o polígono regular inserito com n lados, ABCD...; tra- 
cemos os apótemas OE, OF, OG, ..., , 
prolonguemos êstes apótemas até en- 
contrarem a O e, pelos pontos H, I, 
J, ..., tracemos tangentes. Vamos 
provar que o polígono MNRS... é 
um polígono regular de n lados. O 





arco AB é = da O (por que ?); logo o 
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arco AH é 5 da O. (por que?) Ora, se cada um dos arcos AH, 

HB, BI, IC, etc., é Es da O, conclue-se que cada um dos arcos 
1 E 

HI, IJ, ete., representa E da O. Logo, os pontos H, I, J, ete., 


dividem a O em n partes iguais e o polígono MNRS... é um 
"polígono regular circunscrito, de acôrdo com o primeiro teorema 
dêste parágrafo. 

Exercícios em classe 


1. Demonstrar que os lados dos dois polígonos 'são paralelos. (fig. 56) 
2. Demonstrar que o raio OB do polígono inscrito coincide, em direção, 
com o raio ON do polígono circunscrito. (fig. 56) - 


Teorema. Quando dois polígonos regulares são semelhantes, 
a razão de seus perímetros é igual à razão de seus raios ou de seus 
apótemas. ; 

Ê Dois polígonos regulares são semelhan- 

BE. . tes quando têm o mesmo número de lados; 

jR a razão dos perímetros. de dois polígonos 

GN semelhantes é igual à razão de dois lados 

ó D . homólogos. ($87) Consideremos os polígo- 
nos regulares ABCD... eJA'B'C'D'... 

com n lados cada um. (fig.57) Designando 
os seus perímetros por P e P’ teremos: 








P 
Por OD 
o’ Tracemos os apótemas OR e O'R’, os 
Fig. 57 raios OC e O'C' e consideremos os A ORD 


k eORD'. Os 4 a ea são iguais. (por 
que?) Os 4 b eb’ também são iguais. (por que?) Logo, os A 
são semelhantes (886) e teremos: cr = DE = o Mas, 

BD 2RD Ob 

RD 2RD CD’ 
Pas AD a ODOR 
P’ C'D' OD! O'R’ 
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Representando os perímetros de dois polígonos regulares 

semelhantes por p e 7”, os apótemas por a e a”, os lados porte l 
TIER ; l r a 
e os ralos por r e 7”, teremos: A E Ae 

102. Inscrição dos polígonos regulares de 4X2" lados. 
Na expressão 4 X 2”, fazendo sucessivamente n igual a 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, etc., teremos 4, 8, 16, 32, 64, ete.. Vejamos como se inscrevem 
em uma O, os polígonos regulares de 4, 8, 
16, 32, 64, ... lados. Começaremos pelo 
polígono regular de quatro lados, isto é, 
o quadrado. 

Em uma O de centro O traçamos dois 
diâmetros $ entre sí, AC e BD. Os quatro 
4 centrais assim formados são iguais por 
serem retos; então os arcos AB, BC, CD 
e DA são iguais. Neste caso, unindo os 





` pontos de divisão A, B, C e D, teremos Fig. 58 


um polígono regular inscrito de 4 lados. ` 

(8101) Vamos calcular o lado AB e o apótema OE do .qua- 
drado inscrito, em função do raio. O A ABO é retângulo; logo, 
AB? = AO? + BO’. Façamos AB = | OA = r -OE = q. 


OL? = OA’ - AR? (§90) .-. 


A O T E l 
=À -B 
Ab O + BO  ($90) + DAY 
o A N 
2 = z2 -2 j » 
ERR PE rs 
l 
i oa 4 
2 = 22 | œ = E 
l EE 
l = rV? i a Je 
i 


Portanto, em uma O cujo ràio mede r, o lado e o apótema 
rv2 : 
2 
Vejamos agora como se inscreve um oċtógono regular em 
uma O, Seja AB o lado de um quadrado inscrito em uma O 





do quadrado nela inscrito medem respectivamente r YZ e 
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de centro O. (fig.59) Determinamos o meio 
C do arco AB, prolongando o apótema OD 
até encontrar a O no ponto C. Sendo o 
arco AB um quarto da O, o arco AC é um 
Fig. 59 oitavo. Logo, à corda AC é o lado do octó- 

j gono regular inscrito. Vamos calcular o lado 
AC e o apótema OE do octógono regular inserito, em função do 
raio. Lembremos que a corda é média geométrica entre sua pro- 
jeção sôbre o diâmetro que passa por uma das suas extremidades, 
e o diâmetro inteiro. (§95) Portanto, 


AC = CDX 2 (1) 
ry 





wi 


Nós não conhecemos CD. Mas CD=0C — OD e OD = — . 


2 
(apótema do quadrado inscrito). Voltando à igualdade (I) e 
fazendo AC = l, teremos: a 





2 = (OC-OD) X 2r e = W-?NV2 
E amp dO jo: 


Para calcular o apótema OE, consideremos o A retângulo - 


OEC.. Fazendo OE = a e OC = r, teremos: 
OE? = 002 EO? o 42-22 


t 
E o 
ae 4 
go aea 4 o Dr D 
al = vº— 2 l a e 
; ; i 1 ; 
i SA 1 S 
- = 1 
L |a eE 


"Exercícios em classe 


1. Calcular o lado e o apótema de um octógono regular inscrito em uma 
O cujo raio mede 15m. 

2. Provar que o lado e o apótema de um polígono regular inscrito com 
16 lados, em uma cujo raio é 7, medem respectivamente ` 


= r2 +2 4V 
[2-2 +v? : 





m- 


=] 


y 
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103. Inscrição dos polígonos regulares de 3X2* lados. 
Na expressão 3 X 2", fazendo sucessivamente n igual a 0, 1, 2, 
3, 4, etc., teremos 3, 6, 12, 24, 48, etc.. Vejamos como se ins- 
crevem em uma O, os polígonos regulares de 3, 6, 12... lados. 

Começaremos pela inscrição do polígono regular de 6 lados, 
isto é, o hexágono. : 

ste problema já foi resolvido. (E.M.T.V.§ 158) Vimos então | 
que o lado do hexágono regular inscrito é igual ao raio. Calculemos 
o apótema OM dêste polígono. No A retângulo OMA (fig. 60), 


gas OM? = DA? -AM? D 
Fazendo OM =a e OA =r, e lembrando que AF = OA, teremos: 


2 2 2 "o 
EEE (OS a E ec a 
ter (E) aten Dean Ea = 
Portanto, em uma O cujo raio mede r, o lado e o apótema do 
hexágono regular nela inscrito medem respectivamente 7 e aa 
Para inscrever um A equilátero em uma O, é necessário 
primeiramente, dividíla em 6 partes iguais e, em seguida, unir 
os. pontos de divisão, de 2 em 2. O 
A ACE é um A equilátero inscrito. 
Vamos calcular AC em função do raio. 
Tracemos o raio OC. A figura ABCO 
é um losango. (por que?) Então suas 
diagonais AC e OB são b entre sí, e 
se dividem reciprocamente em partes 
iguais. .Para calcular AC, é bastante 
calcular AN e multiplicar o resultado 
por 2. Teremos: 


seo eso, Es PEERS nO: 
IN? = 04?-ON?.'. AN? = 2-5 D 





-. 2AN =rV3 


rN3 
AN 


Quanto ao apótema do A equilátero, êle é a metade do ralo. 
Portanto, em uma O cujo raio mede 7, o lado e o apótema do 


, : r $ - a r 
A equilátero nela inscrito medem respectivamente r V3e z 
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Recomendamos aos estudantes o quadro seguinte: 








Em uma O cujo raio mede r: 





7 ; NT 
lado triâng. equil. inscr. =r XV 3; apót. = r X Sox 

D 
TX L 


Il 


lado quadrado inscrito = rXV2; apót. 


lado hex. regul. inscrito =r XN apót. RO ra 





Passemos à inscrição do polígono regular de 12 lados. Seja 
AB o lado do hexágono regular inscrito e OD o apótema. (fig.59) 


Prolongando OD até encontrar a O, e unindo o ponto A ao. 


ponto C, a corda AC será o lado do polígono regular de 12 
lados. (por que?) j ; a 
Vamos calcular AC. Aplicando um teorema conhecido (895) 


teremos: . 
AG = CD X 2r AC? = 2% -r2 V3 
AŒ = (0C-OD) x 2 r2 (2-3) 
AC = 1 32-83 


AG! = (+ - Æ) xa 


AC? 


mn m a a O a a A 


Para calcular o apótema OE consideremos o A retângulo OEC. . 


- (fig.59) Teremos: 
OE = 0C!- CH? 


celg- 3) 
4 


gp = 22 + vB 
= THA 


= 22 +92)3 
a er STE 
rv2+ 3 


OE = 55 : 


OR” = 


ma, mta, se, Qu AE e e e q e e e e 


raio ps pd 


o 


amem near ms 
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Exercícios em classe 
1. Calcular o lado e o apótema de um hexágono regular inscrito em 
uma (U cujo raio mede 16m. 


2. Calcular o lado e o apótema de um A equilátero inscrito em uma O 
cujo raio mede 25m. à 


3. Demonstrar que o lado e o apótema de um polígono regular com 
24 lados, inscrito em uma O cujo raio é r, medem respectivamente 


| SEE 
$ 2 


ra 2-v2 + V5 | e 


104. Inscrição dos polígonos regulares de 5X2" lidos. 
Na expressão 5 X 2º, fazendo sucessivamente n, igual a 0, 1, 2, 
3, ete., teremos 5, 10, 20, 40, ete.. Vejamos como se inscrevem 
em uma O, os polígonos regulares de 5, -10, 20, 40, ... lados. 

- Começaremos pela inscrição do polí- PAi 
gono regular de 10 lados. 

Suponhamos o problema resolvido e 
seja AB (fig.61) o lado-do decágono regu- 
lar inscrito. j Sge 

“Vamos demonstrar que o lado do de- "04 
cágono regular inscrito é o segmento maior 








- do raio, quando êste é dividido em média ` Fig. 61 


e extrema razão. ($100) dos X ; 
O A AOB é isósceles; portanto, Ô = 36°, Â =72º e B=72º. 
Tracemos a bissetriz do Z B; teremos 1 = 36º e 2=36º. Donde 
3=72. Entãoo A ABC é isósceles. Sendo 1 = 4, o À OBC- 
também é SE en pa = BC = AB. Sendo BC a bissetriz 
i S ; 
do Z B, teremos AC = AB. (§83) | 
Substituindo nesta proporção os diferentes segmentos que ela 
contém, pelos segmentos iguais contidos no raio OA, teremos: 


: o MOC IMON na 
o oo + 0€ = RAC 


E sendo OC = AB, AB? = OA.AC. l 
Portanto, o lado do. decágono regular inscrito é igual ao. 
segmento maior do raio, quando êste é dividido em média e ex- 


238 Elementos de Matemática E 





trema razão, Segue-se que, sendo o raio igual a r, o lado do decá- 
E (g100 
_ Caleulemos o apótema OE. (fig.61) No A retângulo OAE temos: 


OE? = 04? - AR 1672 — 612 +22 V5 





gono regular inscrito é igual a 


l 
l KR 

— | OE = 
se = e pE] | ig 

a 5 l or E 10r? + or 5 
Ae a 

“mit 162-"6-205+D 1 op = "10 + 245 
F 16 pues | 4 


Para inscrever um pentágono regular em uma O, dividimos 


primeiramente a O em 10 partes iguais; em seguida, unimos 
os pontos de divisão, de -2 em 2. Š 


Exercícios em classe 


1. Calcular o lado e o apótema do pentágono regular inscrito em função 
do raio. í a 
“ Conhecemos AC e OE (fig. 59) respectivamente lado e apótema do decá- 
gono regular inscrito. Queremos calcular AB e OD, respectivamente lado 
e apótema do pentágono regular inscrito. É 
Da equação AC = CD.X 2r, na qual conhecemos AC e'r, tiramos o 
valor de CD. O A retângulo ADC dar-nos-á então o valor de AD, que éa 
“metade de AB, etc.. Acharemos 
SCE = fer $ 
e ry10-2V5 OD = r(V5 + D) 
2 4 


105. Lado do polígono regular de 2n lados em função 


© do de n lados. Sendo dados o raio de uma O e o lado de um ` 


polígono regular nela inscrito, com n lados, podemos sempre cal- 

á cular o lado de um polígono regular inscrito 
na mesma O, porém com número duplo de 
lados, isto é, 2n lados. 

Sejam OA=r e AC=} o raio eo lado de 
um polígono regular inscrito com 7% lados, na 
O de centro O. Traçando OB L AC, o 
arco AC fica dividido em duas partes iguais; 





dp ni 


Poligonos Regulares | 239 


aee me A e e mp marta 





a corda AB será o lado do polígono regular inscrito na mesma 
O, com 2n lados; o segmento OE, ao qual chamaremos a, 
será o apótema do polígono regular com n lados. Ora: 


AB? = BE X 2 (895) ` (1) 
Precisamos eliminar BE. 
BE = OB-0E = r-a (2) 


Para determinar a, apótema do polígono regular inserito com 
n lados, recorremos ao A retângulo OEA. 


2 42-P 


E E ST 2012 
2=0A"— AB'="—— = Vir l 


Z exa 3 
Voltando à equação (2) teremos: 


y 4r? — 2 
S, (a 


Entrando na equação (1) com o valor de BE dado pela equação 
(4) resulta: . Re 


= 4 Lr 
AB? = 2 (+40) 








(3) 


BE =r- 


TE I2- r y4- E 


AB = V22 -r V4 -È (5) 


Nas equações (3) e (5) façamos r = 1. Teremos: 





w [4B=2-N4-P |O 








Em resumo, sendo dados o raio 7 e o lado Z de um polígono 
regular inscrito com n lados, a fórmula (A) nos dá o apótema a - 
dêste polígono; a fórmula (B) nos dá o lado AB de um polígono 
regular inscrito na mesma O, com 2n lados. 

Observação. Resolvendo questões práticas ou teóricas, relativas a08 
polígonos regulares, convém fazer o raio igual à unidade. Em seguida, se o 
raio não é igual à unidade, basta lembrar que, quando dois polígonos regulares 


são semelhantes, seus lados estão entre st como os apótemas ou os raios das © 
inscritas ou circunscritas. (§101) 
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Problema. Sendo dados o lado e o 
raio de um polígono regular inscrito, talcu- 
lar o lado de um polígono regular circuns- 
crito semelhante. 

Seja AB=1 o lado de um polígono re- 


Moeabi D 


Tracemos o apótema OC = a, prolongado 





; da, tracemos pelo ponto D uma tangente 
Figo bo à mesma O, limitada pelos raios OA e OB 
convenientemente prolongados; MN será o lado de um polígono 
regular circunscrito à mesma O, também com n lados. (8 101) 


Dos A semelhantes AOC e MOD, resulta: 














MD OD de order 
V4- BÈ ; 
Porém a = nr fórmula A 
| Substituindo em (1) teremos: E 
l VIÉ AS 
aisa a Ria D = —=—— 
MD: 3 zol 3 EI 
E sendo MN = 2MD teremos, finalmente: 
ás Ee ©) 
2 V4-B 





Exercícios. Série XLVIII 


1. O raio de uma O mede 4,2m. Calcular o lado e o apótema do A 
equilátero inserito. : 

2. O raio de uma O mede 3,5m. Calcular o lado e o apótema do qua- 
drado inscrito. $ E 

3. O raio de uma O mede 72m. Calcular o lado e o apótema do pentágo- 
no regular inserito: o 

“4. O raio de uma O mede 4,2. Calcular o lado e o apótema do hexágono 

regular inserito. 

5. O raio de uma O mede 5,5m. Calcular o lado e o apótema do oetógono 
regular inscrito. 


gular inscrito em uma O cujo raio é 1.- 


até encontrar a O no ponto D; em segui-- 
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6. O raio de uma O mede 40m. Calcular o lado eo apótema do decá- 
gono regular inscrito. : i 
7. O raio de uma O mede 60m. Calcular o lado e o apótema do dode- 
cágono regular inscrito. é : 
8. O lado de um A equilátero inscrito mede 40m. Caleular o raio. 
9. O lado de um quadrado inscrito mede 50m. Calcular o raio. 
10. O lado de um pentágono regular inscrito mede. 80m. Calcular o raio. 
11. O lado de um octógono regular inscrito mede 20m: Calcular o raio. 
12. O lado de um decágono regular inscrito mede 40m. Calcular o raio: 
13. O lado de um dodecágono regular inscrito mede 60m. Calcular o raio. 
14. O apótema de um Â equilátero inserito mede 5m. Calcular o raio 


do polígono e o lado. 


- 15. O apótema de um quadrado inserito mede 6m. Calcular o raio do 


polígono e o lado. 


16. O apótema de um pentágono regular inserito mede 7m. Calcular o 


raio do polígono e o lado. 


17. O apótema de um hexágono regular inscrito mede 8m. Calcular o 


raio do polígono e o lado. 


18. O apótema de um octógono regular inserito mede 9m. Caleular o 


““raio do polígono e o lado. 


19. O apótema de um decágono regular inscrito mede 10m. Calcular o 


raio do polígono e o lado. 


20. O apótema de um dodecágono regular inscrito mede 12m. Calcular 


o raio do polígono e o lado. 


21. O lado de um À equilátero inscrito mede y 1200. Calcular o raio, - 


o apótema e a altura do 


- 22. O raio de uma O mede 16m. Calcular o perímetro do A equilátero 


circunscrito. 


23. O lado de um A equilátero circunscrito mede 12m. Pede-se o raio 


e o apótema. 


24. O lado de um quadrado inserito mede y. 1,98. Pede-se o raio. 

25. O lado de um quadrado inserito mede 4/20. Pede-se o raio. 

26. O lado de um pentágono regular inserito mede 30. Pede-se o raio. 
27. O lado de um octógono regular inscrito mede 440. Pede-se o raio. 
28. O lado de um decágano regular inscrito mede 1/50. Pede-se o raio. 
29. O lado de um dodecágono regular inscrito mede 60. Pede-se o raio. 
30. O lado de um quadrado inscrito mede vis. Calcular o perímetro 


do quadrado circunscrito. 


31. O raio de uma O mede 12m. Calcular o lado e o apótema do hexg- 


gono regular circunscrito. 


32. O lado de um octógono regular inscrito mede 24m; calcular o lado 


do octógono regular circunscrito. 


33. Em uma mesma O estão inscritos um hexágono regular e um A 


equilátero. A soma dos perímetros dos dois polígonos é igual a 50m. Pede-se 
o raio. 


os 


El 


4r 
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“34. Calcular o perímetro de um quadrado ia é o apótema de 
uadrado inscrito em uma cujo raio mede : . 
Ea 35. Em uma mesma O estão inscritos um quadrado e um À o: 
Sendo a soma dos perímetros dos dois polígonos igual a 48m, pede-se o raio da Z. 
36. O lado de um hexágono regular inscrito mede 25m. Calcular o peri- 
do decágono regular inscrito na mesma Q. 

ESA Uma Ra de 15m está situada a 12m do E de uma O. Cal- 
y apótema de um A equilátero inscrito na mesma V. 
far io tl de um quadrado pao mede 15m. Calcular o lado de 

um decágono regular inscrito na mesma V. SA 
39. Em uma O inscreve-se um quadrado cujo lado mede q 15. Calcular 
i lado do quadrado circunscrito. f 
ý E F sa O dp um A equilátero e circunscreve-se outro A 
também equilátero. Calcular o raio, sabendo que a soma dos dois ponteiros 
é 14,4m. oa 
i - dos lados dêste qua- 
41. Dado um quadrado ABCD, ligam-se os meios 
drado, formando e segundo quadrado MNRS. Calcular o lado do quadrado 
maior, sabendo que a soma dos perímetros dos dois quadrados é 120m. 


“N.B. A incógnita é o lado do quadrado ABCD, e será representada . 


e As Dado um quadrado ABCD, dividem-se seus lados em três partes 


iguais. Unem-se os pontos de divisão (em número de 8) formando um octógono 


convexo. Calcular o lado do quadrado, sabendo que a soma dos perímetros 
ig E lido ie P regular inscrito mede 5m. Calcular o lado 
a Oo FAS a RR mede 5m. Calcular o lado do hexágono 
e R Edo atado inscrito mede 8m. Calcular o lado. do A 
equilátero inscrito na mesma O. i o 


casam meet 


mata aee e em im 


CaríruLo XI. 


O Comprimento da Circunferência 


106. Definição do comprimento de uma circunferên- 
cia. E” evidente que um segmento retilíneo AB e um segmento 
curvilíneo CD não podem ser iguais, visto que não é possível 
fazê-los coincidir. * Entretanto, podem ser eqüivalentes, isto é, 
podem ter o mesmo comprimento. A dificuldade, porém, consiste 
em determinar o comprimento do segmento curvilíneo. 

Já aprendemos (E.M.8S.V.) em que consiste a medição direta 
ou indireta de uma grandeza. Um segmento retilíineo pode ser 
medido diretamente; já não acontece o mesmo com um segmento 
curvilíneo, visto não ser possível aplicar sôbre êle as conhecidas 
unidades de comprimento. i 

Vimos também (E.M.P.V.$28) como se poderia medir di- 
retamente o comprimento da O, construindo um segmento re- 
tiíneo MN que é a circunferência retificada ou a retifica- 
ção da circunferência. O processo então indicado é, porém, 
moroso e de resultados pouco precisos. 

Vamos aprender agora o método racional para calcular o 
comprimento de uma O. 

Chama-se limite de uma variável x, que cresce (ou decresce) 
de um modo contínuo, um número constante L, do qual a variável 
x se aproxima cada vez mais, sem nunca atingi-lo, e de modo que 
a diferença L — x possa tornar-se e permanecer menor de que qual- 
quer. número dado, por muito pequeno que. êste seja. 

E dizemos, neste caso, que a variável x tende para o limite L. 

Se dividirmos uma O em n partes iguais e unirmos os pontos 
de divisão, formaremos um polígono regular inscrito. (§ 101) 
Construído êste polígono, se, na mesma O, inserevermos polígonos 
regulares com 2n, 4n, 8., etc., lados, o perímetro de cada um 
dêstes polígonos vai aumentando constantemente, como é fácil 
provar, e podemos então induzir que, sendo n bastante grande, 


4 
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o contôrno do polígono tende a confundir-se com a O. Somos 
então levados à seguinte 


% 

Definição. Chama-se comprimento de uma circunfe- 
rência, o limite para o qual tende o perímetro de um Polígono 
regular convexo inscrito (ou circunscrito) quando se duplica inde- 
finidamente o número de lados dêste polígono. 


107. Relação entre a circunferência e o diâmetro. Duas 
circunferências quaisquer são proporcionais aos seus raios ou aos 
seus diâmetros. o ee , $ j 

Consideremos duas O quaisquer, c e c” cujos raios são r e r. 
Inscrevamos, em cada uma, um polígono Tegular com h lados. 
Sejam p e p’ os perímetros dêstes dois polígonos; a e a’ os res- 
pectivos apótemas. Os dois polígenos, sendo regulares e com o 





p g 
pe . 1 = 
-.. mesmo número de lados, são semelhantes; logo a q (D. 


Duplicando o número de lados dos dois polígonos, a rela- 
ção (I) continua a existir entre os polígonos de 2n lados cada 
um. Duplicando o número de lados dos segundos polígonos, os 


“terceiros polígonos que assim se formam, com 4n lados, conti-. 


: : OLANG 

nuam a ser semelhantes e, portanto, ainda teremos Tar. 

Mas, à medida que vamos duplicando o número de lados dos dois 

7e 

polígonos, seus perímetros aumentam constantemente, tendendo 

a confundir-se com as duas O, seus apótemas também aumentam 

constantemente, tendendo a confundir-se com os raios das duas O, 

e a relação (I) continua sempre a existir. No limite, isto é, quando 

j As 

n se torna infinitamente grande, os perímetros p e p se confundem 

com as O c e e”, os apótemas se confundem com os raios r e r’ e a 
A ”. Send E TR 

relação (I) toma a forma q = Sendo SR 

. . o 7 “A 
2r e 2r’ iguais, respectivamente a d e: d” (diâmetros), teremos 
EC fe do que é justamente o que queríamos provar. 


c m 


Do exposto também se conclue que duas O são duas figuras 
semelhantes, porque podem ser consideradas como os limites de 
dois polígonos regulares, com o mesmo número de lados, número 
êste que aumenta indefinidamente. 
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Corolário. A razão entre uma circunferência qualquer e o 
-seu diâmetro é constante. 


Com efeito, sendo ce c' duas O cujos raios são r e 7’, já vimos 


Ra ERICO at Do c d : c G 
OR E a r a a (oc as ECA 
q c' r c' 2r o: c' d' d d’ 


Se a razão entre c e d é igual à razão entre ¢' e d’, segue-se que a 
razão entre uma O qualquer e o seu diâmetro é constante. Esta 
razão é um número irracional que se representa pela letra grega T. 
O valor de T, com sete algarismos decimais é 3,141 5926. Na 
prática damos a T o valor 3,1416. (*) 


Teorema. O comprimento de uma circunferência é igual ao 


dôbro do raio multiplicado por T. 
Com efeito, desde que a razão entre a O e o diâmetro é igual 


a T, teremos: 5 = 17  C=TXd..Cc=Txp.-. 


4 








C=2Tr 
108. Cálculo de T. Da relação C=2]'r, deduzimos: 
$ : C 


Vejamos agora como determinar o valor de T, com uma 
aproximação dada. Consideremos uma O cujo raio seja 1; a 
relação (1) se reduz a l É 


a ado E 


Isto: pôsto, se pudermos calcular o comprimento de uma O | 


cujo raio seja 1, a relação (2) nos diz que o valor de T será a 
metade do comprimento desta O. 
Consideremos dois polígonos regulares convexos, com o. 
mesmo número de lados, (podem ser 6 lados) um inscrito e o outro 
circunscrito à O cujo raio é 1. Representando por pe e Ps, res- 
pectivamente, os perímetros dêstes dois hexágonos regulares, Cr 





(O E’ um valor aproximado, com êrro inferior a 0,00001 por excesso, 
aproximação suficiente para os exercícios de um curso ginasial. 


(**) ps significa o perímetro do polígono regular inscrito com 6 lados, 
e Ps o perímetro do polígono regular circunscrito, também com 6 lados. 


beat 
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sendo pe o perímetro do inscrito, e Pe o perímetro do circunscrito, 
acharemos: = 6,0000 Pe = 6,9282 


Observemos desde já que O comprimento da O está compre- 
endido entre pe e Pe isto é, Pe > O > pe. (8106) Portanto, Pe 
e Ps são dois valores aproximados do comprimento da O, o pri- 
meiro por falta e O segundo por excesso. 

Isto feito, calculemos agora Os perímetros dos polígonos 
inscrito é circunscrito à mesma O, porém com número duplo de 
lados, isto é, 12. 

E sejam êles p12 e P12- Ora, para calcular p12 calculamos em 
primeiro lugar o lado dêste polígono ($105, fórmula B) € multiplica- 
“mos o resultado por 12. E para calcular P12, calculamos preliminar- 
mente o lado do polígono regular inscrito com 12 lados (já o temos 
calculado); em seguida, caleulamos o lado do polígono regular 
circunscrito com o mesmo número de lados ($105, fórmula C); final- 
mente, multiplicamos êste resultado por 12, e teremos P12. Acha- 


remos: po = 6,211 6 Paie = 6,430 8 


E, como acima, podemos concluir que: - 
6,211 6 < comprimento da O < 6,4308 
(raio = 1) 
Continuando o nosso trabalho, calculemos os polígonos ins- 
crito e circunscrito à mesma O, tendo, respectivamente, 24, 48, 


96, 192... lados. Os resultados obtidos serão os seguintes: 
' Das = 6,265 2 P24 = 6,3192 

pas = 6,2786 Pis = 6,2920 

pos = 6,2820 Pos = 6,2854 

p192 = 6,2828 Pio2 = 6,283 6 


E podemos concluir que: . 
6,2828 <. comprimento da O < 6,283 6 
: (raio = 1) 
Ora, 6,283 6 — 6,282 8 = 0,000 8. 
Portanto, a O cujo raio é igual a 1 mede 6,283 com êrro 
inferior a 0,001 por falta. Donde resulta que: 


sos = 8,141 (com êrro inferior a 0,001 por falta) 
2 
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E, em virtude da relação (2): É 
y = 3,141 (com êrro inferior a 0,001 por falta) 


O método que acabámos de expor, para calcular T, é chamado 
método dos perimetros. 

Observação. Em Matemática Superior aprende-se a calcular T de um 
modo. muito mais simples e rápido, e aprende-se também que êste número 
é irracional. 

109. O comprimento de um arco de círculo. Seja l 
o comprimento de um arco, em metros; seja n à sua amplitude, 
em graus ou grados; seja r o raio do arco. Vamos estabelecer as 
relações que ligam |, n er. 

A amplitude do arco é dada em graus; a O mede 27» e tem 
360 graus. Podemos pois estabelecer que: 











qe 
arco al = o = ERRO l= 180 (n graus) | 
277 qr Trn ; 
(= —— = i = 
arco de V = +50 ET, ' E TT (n minutos) + 
27r Tr Trn ; ; 
E d "> —— = = ———— o - 
oode d oo — 648 a {= 3as000 segundos 


Se a amplitude do arco é dada em grados, as operações se 
simplificam. i 


2r Tr, 
O arco de um grado mede Z390 2” 200 





rn 

L (B.M.S.V. 527) 
Exemplo. Qual o comprimento de um arco com 34,526 

grados, em uma O cujo raio mede 10m? 


‘rn — 3,1416 X 10 X 34,526 
200 200 
0,15708 X 34,526 = 5,423m 


Exercícios em classe ; 


1. O raio de uma O mede 10m. Quanto mede o lado do A equilátero 
inscrito? E o arco que êste lado subtende? - 

2. Em uma cujo raio mede 20m, qual a diferença entre o compri- 
mento do lado do quadrado inscrito e o do arco que êste lado subtende ? 

3. O lado de um hexágono regular inscrito e o arco que êle subtende 
têm o mesmo comprimento? Se o raio da O mede 40m, qual a diferença entre 
os comprimentos dessas duas linhas? 


O arco de n grados mede 


Solução. | = 
l 
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110. O radiano. Para medir ângulos existe uma terceira 
unidade, o radiante, de larga aplicação em Matemática Superior. 

Dois arcos são semelhantes quando correspondem a ângulos 
centrais iguais em circunferências com raios diferentes. Portanto, 
dois arcos semelhantes têm a mesma amplitude. 


Teorema. Dois arcos semelhantes são proporcionais aos seus 


raios. 


Sejam Z e l” os comprimentos de dois arcos semelhantes; 
r e 7” seus raios, e n a sua amplitude.. Podemos escrever: (8 109) 
Trn E dividindo estas duas igualdades, mem- 





l 
l = 180 i bro a membro, teremos: 
re LE oo A) 
180 | l r 
Alternando os têrmos da proporção (1) resulta: 
P 
1-4 -0 
r r 


“A proporção (2) significa: 

Dado um £ central A, o comprimento do arco correspondente 
pode variar, de acôrdo com o raio dêste mesmo arco; entretanto, a 
razão entre o comprimento do arco e o do raio é invariável. 

A Representando esta razão por «æ (*), escreveremos: 
l 
æa = — - (83) 
` r n 

Assim pois, o número a pode ser adotado como medida de 
um Z central A, isto é, um < central A é medido numèrica- 
mente pela razão entre o comprimento do arco correspondente e 
o do raio dêste mesmo arco. 

Observação. O número à é abstrato, por ser a razão entre dois compri- 
mentos. a 
Exercícios em classe. Supondo r' = 10 é conveniente, antes de prosse- 
guir esta lição, que os estudantes determinem o valor de œ para 4 centrais 
com 15º, 24º, 48º, 70º, 85º, ete.. i aiai 

Vejamos agora qual a condição para que tenhamos æa = 1 
isto é, qual a unidade angular neste novo sistema de medir 4. Ora, 


(9) a, primeira letra do alfabeto grego, que se lê alfa; corresponde ao a 


português, 


meia area aar S 
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para termos «a = 1 é necessário que, na equação (3), tenhamos 
l = r. Portanto, 

A unidade angular é um ângulo central cujo arco correspon- 
dente é igual ao raio dêste mesmo arco. 


Esta unidade é chamada radiante. (*) 


Voltando à equação (3) e fazendo o raio igual a 1, isto é, 
tomando o raio de uma O como unidade de comprimento, 
teremos ; 

g = 


isto é, o mesmo número mede o ângulo central e o arco que lhe cor- 
responde. 


Quando o Z central é um radiante, o arco que lhe corres- 
ponde é chamado radiano. Donde a seguinte 
Tee qu a 
o e sa É é A Do n . 
Definição. Em uma circunferência cujo raio 
tomado como unidade de comprimento, o radiano 
um arco cujo comprimento é igual ao do raio. 
Observação. E’ sabido que, um < central e o arco correspondente 


são medidos .pelo mesmo número, desde que as unidades escolhidas sejam 
respectivamente o Z reto e o quadrante. i 
* Do mesmo modo, medindo um Z central em radiantes e o arco cor- 
respondente em radianos, os números resultantes serão os mesmos. Eis 
porque, na prática adota-se” indiferentemente o radiano para medir Æ 
centrais e os arcos correspondentes, não se fazendo uso do radiante. 
O sistema que acabámos de expor, para medir Æ e arcos é chamado 


sistema circular. O símbolo do radiano é rd. 

Medir um arco em radianos é determinar o seu comprimento, 
tomando como unidade o raio da O ao qual o mesmo arco per- 
tence. Um arco mede 3,375 radianos; isto significa que o compri- 
mento do arco é igual a três raios (da mesma O) e mais 375 mi- 





O O 


lésimos do mesmo raio. O arco central correspondente medirá- 


3 radiantes e 375 milésimos do radiante. 
A O mede 277; tomando como unidade o próprio raio, ela 
medirá 27 ou 6,2832 radianos. 


Tomando como unidade o radiano, resultam, para certos 
arcos da O, as medidas seguintes: 





(*) Francisco Severi, Elementos de Geometria, vol. II, pág. 94. 





rap pre ma rr 


Í 
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arco de 860º = 27 =; 6,2832 radianos 
» » 180º = Y = 3,1416 5 


» » W= 1 = 1,5708 5 


Du a E 
A razão de duas grandezas homogêneas é igual à razão dos 
números que as representam, desde que ambas sejam medidas 
com a mesma unidade. (E.M.T.V.$ 147) 


Portanto, a razão de duas grandezas homogêneas é indepen- 
dente da unidade com a qual as duas grandezas foram medidas. 
Isto pôsto, consideremos um arco AM, cuja medida em graus 
seja n; em grados, g; em radianos, rd. Consideremos um segundo 
arco AB, igual à metade de uma O. A definição acima nos per- 
mite escrever:: 

i - AM n g rd. 


-AB 180° 2008 T (A) 


Com as razões do grupo (A), dada a medida de um arco em : 
uma das três unidades conhecidas, podemos convertê-la em outra 


das mesmas três. 
Problema I. Quantos graus mede um radiano? 








nº > rd nº 1 ` 180° 
R E A E = 571744" 80... Č 
180° T i80 T. e To (5) 
Problema II. Quanto mede, em grados, um arco de 50º? | 
50º g 200X50 
e = 5 -g = TO = 5585555..... . 
i80 © 2008 0 9 wo ae | 
Problema HI. Quando mede, em radianos, um arco de 60º ? 
60º rd 607 T à 
BUM o e BO A = OA rod 
180° v rd 180 apa radianos 
Problema IV. Quanto mede, em radianos, um arco com nº ? 
LE CDS e T Em 


— = vtd= ka 
180º T 180 
(*) Para calcular n, fizemos T = 3,141 592 6. 
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Exercícios. Série XLIX 


1. Calcular o comprimento de uma O cujo raio mede 15m. 
2. Calcular o comprimento de uma O cujo raio é igual ao lado de um 


_ quadrado inscrito numa O cujo raio mede 3m. 


3. Calcular o raio de uma O cujo comprimento é de 7,5m. 

4. Calcular o raio de uma O cujo comprimento é igual ao perímetro 
de um hexágono regular inscrito em uma O cujo raio mede 7m. 

5. Calcular o raio de uma O cujo comprimento é igual ao perímetro 
de um A equilátero inscrito em uma O cujo raio mede 5m. ~ 

6. O raio de uma O mede 15m. Calcular o comprimento de um arco . 
de 32 graus. . 

7. O raio de uma O mede 2,5m. Calcular o comprimento de um arco 
de 27º24'. 
: 8. O raio de uma O mede 3,2m. Calcular o comprimento de um arco 
de 42º13'25”. 

9. O raio de uma O mede 2,5m. Calcular o comprimento de um arco 
de 48º20'30”'. 5 
10. O diâmetro de uma O mede 36m. Pede-se o comprimento de um 


“arco de 36,45 grados. 


11. O diâmetro de uma O mede 15m. Pede-se o comprimento de um 
arco igúal a 0,7 do quadrante. 

N. B. Calcular, em primeiro lugar, o comprimento da O, e dividir o 
resultado por 4; o quociente representará o comprimento do quadrante. Em 
seguida, uma regra de três simples resolverá o problema. 

12. O diâmetro de uma O mede 24m. Pede-se o comprimento do oitante. 

13. O diâmetro de uma O mede 8,4m. Calcular o comprimento de um 
arco igual a 0,35 do oitante. 

14. O comprimento de um arco com 37º25'36” é igual a 400m. Pede-se 
o raio do arco. 

15. O comprimento de um arco com 45° é 600m. Pede-se o lado do 
hexágono regular inscrito na O ao qual pertence o arco dado. i 

16. O comprimento de um arco com 36£ é 8,5m. . Pede-se o raio do arco. 

= 17. O comprimento de um arco com 15º21'25' é igual a 157 (metros). 
Pede-se o raio. : 

N. B. Neste exercício não se deve substituir 7 pelo seu valor 3,1416. 

18. Em uma O com 15m de raio, tomá-se um arco com 13,6m. Calcular 
o número de graus dêste arco. a 

19. Em uma O com 36m de raio, toma-se um arco com 42m. Calcular 
o número de grados dêste arco. 

20. O raio de uma O mede 45m. Um arco AB desta O tem um com- 
primento igual a 15/4 de 1 (metros). Calcular o número de graus dêste arco. 

N. B. Neste exercício não se deve substituir pelo seu valor 3,1416. 


21. O raio de uma O mede 7,5m. Um arco AB desta O tem um compri- 
mento igual a 12/5 de T (metros). Calcular o número de grados deste arco. 
22, Calcular o raio de uma O cujo comprimento é igual a 367 (metros). 
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23. Dois arcos AB e CD têm o mesmo comprimento. O arco AB tem 
23°10" e o arco CD, 15°20’. Sendo o raio do arco AB igual a 3,5m quanto 
mede o raio do arco CD? 

24. Dois arcos AB e CD, com o mesmo número de graus, medem res- 
pectivamente 27m e 45m. Se'o raio do arco AB mede 12,6m, quanto mede 
o raio do arco CD? ; 

25. Dois arcos AB e CD, çom o mesmo raio, medem respectivamente 
3,1m e 4,2m. Se o arco AB tem 18°15, quantos graus tem o arco CD? 

< 26. Dois arcos AB e CD têm o mesmo comprimento. O raio do arco 
AB mede 15m e o raio do arco CD, 24m. Se o arco AB tem 42°20’, quantos 
graus tem o arco CD? i 

27. Em uma O cujo raio mede 3,5m, inscreve-se um hexágono. Calcular 
a diferença entre o comprimento da O e o perímetro do hexágono. 

28. Em uma O cujo raio mede 4,2m, inscreve-se um A equilátero. 
Calcular'a diferença entre o comprimento da O e o perímetro do À 

29. O apótema de um hexágono regular inscrito mede 5,2m. Calcular 
o comprimento da h À 

30. O apótema de um À equilátero inscrito mede 2,2m. Calcular o 
comprimento da p l f 

31. A altura de um À equiátero inscrito mede 15m. Calcular o com- 
primento da ! . 

- 32. O perímetro de um hexágono regular mede 324m. Calcular a di- 
ferença entre os comprimentos das O inscrita e circunscrita ao mesmo hexágono. 
j 33. Em uma O cujo raio mede 20m, existe um setor (§ 116), cuja base 
: tem 27º. Calcular o perímetro do setor. f 
“84. O perímetro de um setor circular mede 80m e a base tem 45°. Pede- 
se o raio do setor. E ana ; 
35. Em uma O cujo raio mede 35m, tem-se um segmento ($116) cujo 
arco tem 36º. Calcular o perímetro do segmento. 
36. Determinar os raios de duas © concêntricas, sabendo que a dife- 
rença entre os comprimentos de ambas é 3,6m e que a soma dos raios é 15m. 
37. São dadas duas O concêntricas. Traça-se na maior uma corda tan- 
gente à menor. Esta corda mede 40m e o raio da O menor mede 10m. Cal- 
cular o comprimento da O maior. , 
.38. São dadas duas O concêntricas. Traça-se na maior uma corda 
tangente à menor. Esta corda mede 50m- e o raio da maior mede 120m. 
Calcular o comprimento da O menor. - 


t 





CaríruLo XII 


Areas das Figuras Planas 


lll. Area do retângulo. Nem sempre duas superfícies 
planas limitadas podem coincidir inteiramente; entretanto, po- 
dem ter a mesma área; neste caso, não são iguais, mas são eqūüi- 
valentes. 


À avaliação direta de uma área é problema muito difícil e, 


às vêzes, impossível. A avaliação das áreas se faz sempre indireta- ` 


mente, mediante o emprêgo das relações que existem entre os 
elementos da figura cuja área se quer avaliar, relações estas cujo 
estudo constitue, em última análise, o objeto da Geometria. 
Teorema. A razão das áreas de dois retângulos que têm a 
mesma base, é igual à razão de suas alturas. 
Sejam os retângulos R e R’ (fig.64) cujas bases AB e A'B’ 


-< São iguais, e cujas alturas AC e A'C” são diferentes. Admitamos 


que as duas alturas têm uma medida 
comum, a qual está contida 5 vêzes EE 
em AC e 2 vêzes em A'C'. Então RS 


AC 





KE T > (D. Pelos pontos de di- [|] PER A 


visão tracemos || às: bases dos dois Dt: E 
A A 5 as Edessa - Ar ` ` 

retângulos; êstes ficarão divididos A BA B 

respectivamente em 5 e 2 retângulos, Fig. 64 

todos iguais, porque têm a mesma 

base e a mesma altura. Tomando um dâstes retângulos, ABED 

ou u, para unidade de área, teremos: R=5u e R'= 2u 


z = > (ID). Comparando (I) e (II) teremos: 


R AC E 
R TA AC C.Q.D. 
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Se as duas alturas são incomensuráveis, é fácil provar (E.M. 

T.V. § 150) que, mesmo neste caso, O teorema continua a subsistir. 

- Corolário. 4 razão das áreas de dois retângulos que têm a 
mesma altura, é igual à razão de suas bases. 

Para provar êste corolário é bastante considerar os mesmos 
retângulos R e R”, dizer que os lados AB e A'B são as alturas e 
que AC e A'C' são as bases, o que é permitido, porquanto a base 
de um retângulo é qualquer um de seus lados e à altura é o lado 
consecutivo. 

Corolário. As áreas de dois retângulos quaisquer são propor- 
cionais aos produtos das bases pelas alturas. 

Es nes eat Consideremos dois retângulos quaisquer Re 
| R/, tendo por bases e alturas, respectivamente, 


R bh ! 7 É É ; 
RW ' beh, Þ eb. Consideremos um terceiro re- 


1 

l 
R”b h | tângulo R, e cuja altura seja igual à altura do 
dean ' retângulo R’. i 
Comparando os retângulos R e R”, teremos: 


R h 





A DE W 
Comparando os retângulos R' e R”, teremos: 
R/ b’ 
sa 2 
R” b ( ) 
E dividindo membro a membro (1) por (2) resulta: 
R bh 
Ro VW a 


Por exemplo, dados dois retângulos R e R’, se a base ea 
altura do retângulo R são b c h, se à base e a altura do retân- 


gulo R’ são 3b e 5h, então a área do retângulo R é igual a 15 
vêzes a área do retângulo R. Com efeito, 


R — bh HRe bh ; R z Eu 
E” 3bx5h SB Job O R 15 
Teorema. Tomando como unidade de área, o quadrado cons- 
truído sôbre a unidade de comprimento, a área de um retângulo 


2% R =15R 


tangulo R”, cuja base seja igual à base do re- 
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é igual ao comprimento da base multiplicado pelo comprimento da 
altura. 


De acórdo com o teorema anterior, temos: 
R bh b h 


Ro RS EK 
Admitamos que o retângulo R’ é um metro quadrado; 
então b' = 1 metro; h’ = 1 metro, e teremos: 


R b h 


im? — Im Im 
isto é, a área do retângulo é igual ao número que representa o 
comprimento da base, multiplicado pelo número que representa o 


“comprimento da altura. Abreviadamente se diz que a área de um 


retângulo é igual ao produto da base pela altura, locução errada, 
porém aceitável, desde que se conheça o seu verdadeiro sentido. 
Corolário. A área de um quadrado é igual ao produto de um 
de seus lados por si mesmo. 
Com efeito, o quadrado é um retângulo cujos quatro lados 
são iguais; portanto, a base é igual à altura; nestas condições, 
designando a área de um quadrado por s e o lado por l, teremos 


s=] X lous = Ê. E eis por que a segunda potência de um - 


número é também chamada quadrado diste número. 

112. Área do paralelogramo. Teorema. A área de um 
paralelogramo é igual ao produto da base pela altura. 

Seja o O ABCD. Tomando BC como 
base, a altura será a L AE. Tracemos por D, E 
DF L BC. A figura AEFD é um retângulo. : 
(por que?) Os A ABE e DCF são iguais. (por : 
que?) Logo, o O ABCDe o retângulo AEFD 
são equivalentes. (por que?) Mas a área do BE / c 
retângulo AEFD é igual a AD X AE. Logo, Fig. 65 

área O ABCD = AD X AE = BC X AE 


Exercícios em classe 





1. Provar que as áreas de dois 57 com a mesma base são proporcionais 
às alturas. 

2. Provar que as áreas de dois [5] com a mesma altura são proporcionais 
às bases. 


4 
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3. Provar que as áreas de dois [S/ quaisquer são proporcionais aos pro- 


aa de [57 com a mesma base e com a mesma altura, 
mas que não sejam iguais 

113. ea do triângulo. Teorema. A área do um tri- 
ângulo é igual à metade do duto dos números que medem a base 

riânguio. 

Rad re SPO Seja o A ABC, de base BC e altura, 
AD. Tracemos AE | BC e CE | AB. A 
figura ABCE é um Æ. (por que?) O A 
ABC é a metade dêste Æ. (por que?) Ora, 


área O ABCE = BOC XAD 





B D c 


A BC x AD 
Fig. 66 área A ABC Fa A 


Corolário. A área de um losango é igual à metade do pro- 
duto das diagonais. (Ao cuidado do estudánte) 


i Exercícios em classe 


1. Provar que as áreas de dois À com a mesma base são proporcionais 
às alturas. re f STAR: 
2. Provar que-as áreas de dois À com a mesma altura são proporcionais 
às bases. T DONE. Sa 
3. Provar que as áreas de dois À quaisquer são proporcionais aos pro- 
dutos das bases pelas alturas. 


4. Desenhar uma série de A com a mesma base e com a mesma altura, 


E E Prosas qu aTA Eds de acôrdo com o 4.º exercício, são eqüi- 

ps Dois A ABC e A'B'C' são tais que a base do segundo contém 5 vêzes 

a base do primeiro, e a altura do segundo contém 6 vêzes a altura do primeiro. 

Qual a razão das duas áreas? A fr 
Problema I. Calcular a área de um Í 

A equilátero, em função do lado. E dado o 

lado AB ou Le pede-se a área do A ABC. , 

(fig. 67) Êste A sendo equilátero, a altura 

AD é também mediana. Para calcular 

a área do A ABC, temos a base BC ou}, B : —>C 

mas não temos a altura. Aplicando ao A EERTSE 

retângulo ABD, o teorema de Pitágoras, | 

teremos: Fig. 67 
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a 3r INB 
pese E, Res. Ago o es 
oa G i 2 
Ora, sendo 1 a base do A ABC, e sendo a altura, A, igual 
a 1v3 teremos: | 
Ro Gare LO INTO ENT 
área A ABC = F X Tor == 4 
Portanto, a área de um A equilátero à igual à quarta parte 
do quadrado do lado, multiplicada pela raiz de 3, isto é, por 
1,7320508... º 


Problema II. Deduzir a fórmula para calcular a área de 





zaan 
“um A equilátero, em Junção da altura. (área = VS) 


Problema IHI. Calcular a área de um A qualquer, .em fun- 
ção dos três lados. Se tomarmos o lado a como base, a “altura 


relativa ao lado a será + Vp) —bp—e). (§93) ` 


Sendo a área de um A igual à metade do produto da base 


pela altura, teremos: 


área A ABC = 5 x a ERTENED] 





área A ABC = V p — ap — lp — e) 
Portanto, conhecidos os tres lados de um A qualquer, sua 
área nos é dada pelo radical V píp — ap — bp — 0). 
Problema IV. Calcular o raio de uma O insérita em um 





p A, em função dos três lados. Consideremos © A ABC, ea O nele. 


inscrita. (fig. 68) Sejam D, E eF os 
pontos de contacto dos lados do A com A 
a O. Então os raios OD, OE e OF são 
+ respectivamente, aos três lados doA. . 


Ora, er 
área A AOB = DE 


área A AOC = = 


área A BOC = F 





Por 


258 Elementos de Matemática 


Somando as três igualdades, chamando s à área do A ABC, 
e designando o perímetro do mesmo À por 2p, teremos: 


Doo o T an 
j _ V0- J0-DP29 


p 


Portanto, o raio de uma O inscrita em um A é igual ao quo- 

ciente da área do A pelo semiperímetro do mesmo À. ; 
Problema V. Calcular o raio de uma O circunscrita a 
um A, em junção dos 3 lados. Já foi resolvido. (896) l 
114. Area do trapézio. Taa i D de a 

i A roduto da semissoma das bases peta awura. 
Ed R Tracemos a diagonal AD e a altura 
BE-do trapézio ABCD. A diagonal AD 
divide.o trapézio em dois À: A ABD e À 
N ACD. Tomando o lado AB do A ABD, 
3 por base do mesmo 4, à altura será BE; 
-C E” D tomando o lado CD do A ACD, por base 

Fig. 69 do mesmo 4, a altura será BE. Ora, 


AB _ CD f 
área A ABD = E x BE; área A ACD RS x BE. 


AB €D AB + CD 
área ABCD = BE (2 = 2) Rd 


A` B 





x BE 


Exercício. Provar que a área de um trapézio é igual ao pro- 


duto da mediana ou base média MN pela altura. 
Para obter a área de um quadrilátero qualquer ou de um 
"polígono irregular, decompõe-se a figura em 4, e avalia-se à área 


de cada A, pela fórmula s = V plp — ap — bp — 0). 


115. Área do polígono regular. Teorema. A área de 
um polígono regular é igual à metade do produto do perímetro do 

no, pelo apótema. ae 
P ae a um polígono regular com n lados. (fig. 70) 
Traçando todos Os raios do polígono, êle ficará decomposto em 
n A iguais. (por que?) Tomando como bases dêstes A os la- 
dos do polígono, todos êles terão a mesma altura OM, (por 








H 
Ê 
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que^) que é também q apótema do polí- 
gono. Ora, i 


área A ABO = A x OM 


área polígono = n X Eid x OM = 





— nXABXOM _ perím. X apót. 
2 a 2 Fig. 70 
— 116. Área do círculo. Teorema. A área de um circulo 
é igual ao quadrado do raio multiplicado por T. 

Voltando ao teorema anterior observemos que, duplicando o ` 
número de lados do mesmo polígono, duplicando o número de 
lados do novo polígono, e assim sucessivamente, teremos sempre: 
perim. X apót. 

Mas, levando a duplicação dos lados do polígono até o infi- 
nito, isto é, fazendo n infinitamente grande, o perímetro con- 
fundir-se-á com a O, o apótema com o raio, e teremos: 
comprim. da O-X raio 20r XT 5 

= = Tr 
2 2 

Exercício. Demonstrar que as áreas de dois círculos são pro-. 
porcionais aos quadrados dos raios. - 

Teorema. A área de um setor circular tem por medida o` 
produto do comprimento da metade, do arco que lhe serve de base, 
pelo comprimento do raio do mesmo setor. 

Chama-se setor circular a porção de círculo limitada por dois 
raios e pelo arco que êles interceptam na O. Se dividirmos a O 
em 360 partes iguais e unirmos os pontos de divisão ao centro, o 
círculo ficará dividido em 360 setores, cada um de um grau. Ora, 


área polígono = 





dreaido circulo = 


se à área do círculo é T 72, a área do setor de um grau é 00 * 


rn Tno E 











área d = - Lembrand 
a área do E graus é 360 180 xX 3 embrando 
agora que — é o comprimento l, de um arco de n graus 
(S 109), teremos: r Ir 


área setor = l X — = 


2 2 
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Teorema. À área de um segmento circu- 
lar tem por medida a metade do produto do 
raio, pelo excesso do arco do segmento sôbre a 
semicorda do arco duplo. 

Chama-se segmento circular a porção de 
círculo compreendida entre um arco e a corda 
correspondente. Na fig. 71 o segmento circu- 
lar é à porção hachuriada. Representá-lo-emos 
por ABN. A corda AB subtende o arco ANB, 
do segmento; a corda BB’ subtende o arco 

Fig. 71 BAP’ que é o dôbro do arco ANB. Se AB 
“O ladó de um polígono regular do qual sabe- 
mos calcular o lado AB e o apótema OM, não necessitamos do 
teorema enunciado para calcular a área do segmento. Com efeito, 


área segmento ABN = área setor AOB — área A AOB .-. 
arco AB X OA AB x OM 
Tola = (1) 
i 2 2 
Mas, se AB não é o lado de um polígono regular, então, de 
“acôrdo com a fórmula (1), teremos:. 3 : 
l área segmento ABN = arro RE OA — eo x 0a 
i OA (arco AB — BD) 
“2 

resultado êste que demonstra o teorema inicial. l 

Entretanto, sòmente a Trigonometria nos permitirá calcular 
BD, para ser possível, em seguida, calcular a área do segmento 
` ABN. ; ; 


Observação. A fórmula (2) pode ser aplicada em qualquer caso. 

Exercício. Provar que as áreas de dois setores semelhantes 
são proporcionais aos quadrados dos raios. Dois setores são seme- 
lhantes quando seus & centrais são iguais. 

Exercício. Coroa é a porção de superficie plana limitada por 
duas O concêntricas. Representando o raio da O maior por R, 
o da menor por r, e a área da coroa por s, provar que s= T (Rr). 

l7. Comparação de áreas. Teorema. As áreas de dois 
triângulos que têm um ângulo igual ou suplementar são propor- 








área segmento ABN = 





(2) 


área segmento ABN = 


em a ir a a aa a A di an 


E re ir ss, 
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porcionais aos produtos dos lados que compreendem o qa 
êsse ângulo. x 


1.º caso. Os A ABC e ADE têm um Zigual, A. 
Então podem ser colocados como se vê na figura 72. 
Unamos E com B e comparemos os À ADE e ABE, 
Tomando como bases os lados AD e AB, ambos 
têm a mesma altura, isto é a L à AB traçada 
por E; logo, suas áreas são proporcionais às bases e teremos: 

área AADE AD | 
“área AABE AB. r 

Comparemos os A ABE e ABC; tomando como bases AF e ` 
AC, ambos têm a mesma altura, isto é a Là AC traçada por B; 
logo, suas áreas são proporcionais às bases e teremos: i 


área AABC . AC 
área A ABE “AE 
Dividindo (1) por (2) resulta: 
E área AADE ADXAE 
área AABE AB X AC 


2.º caso. Os A ABC e ADE têm um Z suplementar. En- 


B C 


Fig. 72 





C. Q.D. 


tão podem ser colocados como se vê na figura 73.. Unindo E 


com B e repetindo o que dissemos no 1.º 

| caso, chegaremos facilmente à tese. 
Teorema. As áreas de dois triângulos 
“semelhantes são proporcionais aos quadrados 
de seus lados homólogos. k É 
Sejam os A semelhantes ABC e A'B/C' É 
C de acôrdo com o teorema anterior, tere- 

Fig. 73 mos: a 





área ABC ab WA i Do TE 
área A'B'C — abr Da Re e Aa Oto y 
. ab a a a? 

MO NE 

área ABC a? 

irea ABO T WE CUD = 
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Problema. Se os lados homólogos de dois A semelhantes 
estão entre si como 8 está para 25, quantas vêzes a área do maior 
contém a. do menor? 
l | Teorema. As áreas de dois 
polígonos semelhantes estão entre si 
como os quadrados de seus lados 
homólogos. l 
“Bo E: Sejam P e P’ dois polígonos 
semelhantes. (fig.74) Pelos vérti- 
ces homólogos A e A” tracemos 
todas as diagonais possíveis; os 
dois polígonos ficarão decompos- 
tos em um mesmo número de À 
semelhantes, e semelhantemente dispostos. Isto pôsto, teremos: 
ABC AB? i ACD _ CD? 1 ADE AE 
YBCC AB? ! A'C'D' E CD? ADE Fê NE? (*) 
Em virtude da semelhança dos dois polígonos, os: segundos 
membros destas três igualdades são iguais. Logo, 


“ABC ACD ADE ABC + ACD + ADE 


à C D € d p 
Fig. 74 





= = — 





pO NOD ADE  PBOFACD+ADE O 
_ ABC ., área poligono P_ área A ABC 
= NBC ` ` área poligono P’ “área A A'B'C' 


; a “up 
área polígono P ` AB 


área A ABC AB o 
` área polígono P’ A'B”? 


8 mea NABO AB? 








Teorema. -As áreas de dois polígonos regulares semelhantes, 


estão entre si como os quadrados de seus raios ou de seus apótemas. 
Sejam P e P’ dois polígonos regulares semelhantes, p e p' 

seus perímetros, r e 7” seus raios, à € a! seus apótemas. Cha- 

mando s e s’ as áreas dos dois polígonos, já sabemos que: 

Doo apR ue o. Es = RO o 

So e Ri ER po "os dia (1) 

a p a r 

Mas, p == a FS (§ 101) 


1 


(*) Nestas igualdades, ABC, ABD, etc., representam as áreas dos À. 


motim 


a e aa masa emas eres 
$ E Ea & 


s 
aa rca 


ae 
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Substituindo em (1), teremos: - 
s a a Sa Ta AT 
— = — xX — ou -—— = = —  , za 
s’ a a! g Ej y! X: r! 


es oe s r? 
à 8! a'2 s r’2 

Teorema. As áreas de dois segmentos semelhantes são pro- i 
porcionais aos quadrados dos raios. - 


Chamam-se segmentos semelhantes, os segmentos cujos 4 cen- 
irais são iguais. A área de um segmento é a diferença entre a área 
do setor correspondente e a área do A que êste setor contém. 
Sejam s et as áreas do setor e do A cuja diferença constitue o 
primeiro segmento; sejam s ef as áreas do setor e do A cuja 
diferença constitue o segundo segmento; sejam r e 7” os raios 
das duas O. Já vimos que: l 





Sa RÉ t Re T Sl 7e E ; 
seta Spas área do 1.° segm. _ 17? 
FOYT r © | dreado2ºsegm. 1º 


118. O teoremà de Pitágoras. O quadrado construido sô- 
bre a hipotenusa de um triângulo retângulo é egiivalente à soma 
dos quadrados construídos sôbre os catetos. 

Seja ABC o A retângulo (fig.75); l G. 
sôbre cada um de seus lados construa- ; f ~ 
mos um quadrado e tracemos AM L 
DE; depois tracemos os segmentos IC 
e AD. O retângulo BDMN tem por 
área BD X.BN e o A ABD tem 
, ` BD XBN. A 
por área <= ; logo, o retângulo 
BDMN é o dôbro do A ABD. O qua- 
drado ABIH tem por área BI X BA e. 
o A IBC tem por área BI x BA, logo, Fig. 75 
o quadrado ABIH é o dôbro do A IBC. Mas, os A IBC e ABD 
sendo iguais, o retângulo BDMN é equivalente ao quadrado ABIH. 
Traçando os segmentos AE e BF provaremos de modo análogo 
que o retângulo CEMN é egiivalente ao quadrado ACFG. Logo, 
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o quadrado BCED é equivalente à soma dog quadrados ABIH 
e ACFG. 

Corolário. Se construirmos sôbre a hipotenusa BC e os ca- 
tetos AB e AC, de um triângulo retângulo, três polígonos semelhan- 
tes, P, Q e R, teremos entre êles a relação P= Q+R. Com efeito 
os três polígonos sendo semelhantes, teremos: 





P BC RE e Qu 
SERES SE RR 
E z (8116, 3.º teorema) "e E E a 
Ro BO AC 
RR a E E na AOR 
w w WWW - Ham 
Nesta última igualdade, os denominadores são iguais; logo, 


P=Q+R 

Problema. Construir um A egiivalente a um polígono 

dado. Seja o polígono ABCDEA. Traça-se por A uma diago- 

nal qualquer AD; per E tra- 
ça-se EF || AD; prolonga-se 
CD até o ponto F; os A ADE 
e ADF são egitivalentes porque 
têm a mesma base, AD, e suas 
alturas são iguais por serem 
ambas k à base AD e limi- 

Fig. 76 tadas pelas | AD e EF; logo, 

JER o polígono ABCDEA é eqüi- 
valente ao quadrilátero ABCF. Neste quadrilátero traça-se a 
diagonal AC; por F traça-se FH || AC; prolonga-se BC até en- 
contrar FH; os A ACF e ACH são eqgiivalentes porque têm a 
mesma base, AC, e suas alturas são iguais por serem ambas .k“à 
base AC e limitadas pelas || AC e FH; logo, o quadrilátero ABCF 
ou o pentágono ABCDE é equivalente ao A ABH. 

Problema. Construir um quadrado egiiivalente a um polígono 
dado. 'Transforma-se o polígono em um A; em seguida, constrói- 
se a média geométrica entre a base do A e.a metade da altura, 
ou entre a altura e a metade da base. 
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Exercícios. Série L. A área do triângulo DR 


N. B. Os comprimentos serão sempre calculados com êrro inferior a 
um milímetro, e as áreas com êrro inferior a um centímetro quadrado. 
; l. A área de um A é igual a 17,48m?. Sendo a base igual a 8,5m, 
pede-se a altura. E 
2. Calcular a base e a altura de um A cuja área é 47,36m? sendo a 
altura igual a 8/5 da base. 
3. Calcular a base e a altura de um A com 50m? de área, sendo a base 
e a altura proporcionais aos números 5 e 8. 
4. A base e a altura de um A são iguais. Sendo a área de 9,68m?, 
calcular a base e a altura. 
5. Calcular os catetos de um A retângulo cuja área é de 17m?, sendo 
a hipotenusa igual a 9m. 
6. Calcular os catetos de um A retângulo cuja área é de 15m?, sendo 
a hipotenusa igual a 10m. i , 
T. A soma dos catetos de um A retângulo é 17m e a área é de 31m2. 
Calcular os dois catetos: 
8. A diferença entre os catetos de um A retângulo é 3m, e a área é 
6m?. Calcular os dois catetos. - apr : 
9. Calcular os catetos de um A retângulo, cuja área é de-80m?, sendo 
os catetos proporcionais aos números 2 e 5. aê 
10. Um dos catetos de um A retângulo mede 12m e a hipotenusa, 17m, 
Pede-se a área do E aA 
11. Um dos catetos de um A retângulo mede 12m, e a altura relativa 
à hipotenusa, 9m. Calcular a área do o 
12. Calcular a área de um A equilátero, cujo lado mede 15m, sem re- 
correr às fórmulas. - 
13. A altura de um A equilátero mede 12m. Calcular a área. . < 
14. A área de um À equilátero é de 36m?. Calcular o lado. 
15. A área de um À equilátero é de 18m?. Calcular a altura. 


16. Calcular o lado de um A equilátero cuja área é 4/ 363. 

I7. Calcular a área de um A equilátero inscrito em uma O cujo raio 
mede 5m. r 

18. Calcular a área de um A equilátero circunscrito a uma O cujo 


raio mede 5m. 


N. B. O lado do A equilátero circunscrito a uma O éigual ao dôbro 
do lado do A equilátero inscrito na mesma O. Os estudantes devem provar de 
um modo geral, e verificar pelos resultados dos exercícios 17 e 18; que a ra- 
são das áreas dos dois A é 4. Fte 

“19. A área de um A equilátero inscrito é y 867. Calcular a área de 
um quadrado inscrito na mesma O. . 

20. Um À equilátero e um quadrado estão inscritos em uma mésma O. 
Sendo a área do A igual a 38m?, qual é a área do quadrado ? 

21. Calcular a área de um A isósceles, no qual a base mede 3,2m e 
cada um dos lados iguais, 5m. 

22. A área de um À isósceles é de 42m? e a base mede 10m. Calcular 
o comprimento de um dos lados iguais do A. 


1 
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23. O perímetro de um A isósceles mede 15,6m. Sendo a base igual 
a 4,8m, pede-se a área-do À. É 

24. Em um À isósceles, a base é igual à quarta parte de um dos lados 
iguais. Sendo o perímetro do A igual a 23,4m, pede-se a área. 

- 25. Em um A ABC temos a = 2,3m, b = 3,4m ec = 5,6m. Pede-se 
a área do À. ` 

26. Em um A ABC temos a = 5,lm, b = 6,2m e c = 7,8m. Calcular 
o raio da O circunscrita. 

97. Em um A ABC temos a = 8m, b = 7mec = 10m. Calcular o 
raio da O inscrita. 

28. Em um À ABC temos a = 1lm, b = 12m ec = 13m. Por cada um 
dos vértices do A ABC, traça-se uma || ao lado oposto, formando-se assim 
um A MNP. Calcular a área dêste A 

29. Calcular à área de um A cujos lados são proporcionais aos números 
4, 5 e 7, sendo o perímetro igual a 256m. 

30. Em um A retângulo ABC, as projeções dos catetos ABe AC sôbre 
a hipotenusa BC, medem respectivamente 7m e llm. Calcular a área do À. 


Exercícios. Série LI. A área do quadrilátero 


“1. Calcular as dimensões de um retângulo cuja área .é de 60m?, sendo 
elas proporcionais aos números 3 e 8. 
2. Calcular as dimensões de um retângulo que tem 23,6m de perímetro 
e l4m? de área. 
3. Um retângulo tem 37m? de área. A soma das suas dimensões é 
de 18m. Calcular as duas dimensões. 


4. Um retângulo tem 22m? de área, A diferença entre suas dimensões, 


é de 15m. Calcular as duas dimensões 

5. O perímetro de um retângulo mede 32,4m. O comprimento do 
retângulo é igual a 7/3 da largura. Pede-se a área. 

6. As dimensões de um retângulo são proporcionais aos números 3e5, 
e a diagonal mede 16m. Calcular a área. . 

7. Calcular a área de um retângulo inscrito em uma O cujo raio mede 
12m, sabendo -que a diferença entre a base e a altura do retângulo é de 22m. 


8. A diagonal de um retângulo é igual a 34 da altura do mesmo retângulo. ` 


Sendo a área igual a 300m?, pedem-se as duas dimensões. 
9. Calcular a área de um retângulo cuja diagonal mede 16m e cuja 
base mede llm. 

10. O perímetro de um retângulo inscrito em uma O mede 80m. O raio 
mede !5m; pede-se a área do retângulo. 

11 As dimensões de um retângulo são 6,5m e 3,2m. “A diagonal de um 
outro retângulo semelhante ao primeiro mede 50m. Calcular a área do segundo 
retângulo. 

12. Caleular o lado de um quadrado equivalente a um retângulo cujas 
dimensões são 9,7m e 4,5m. 

13. A soma das áreas de dois quadrados é de 43,85m? e c. produto das 
diagonais é 42,64m*. Calcular o lado de cada um dos quadrados. 


gr 
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14. A soma da diagonal e do lado de um quadrado é igual a 30m. Cal- 
cular a área do quadrado. 

15. Sôbre a diagonal de um quadrado, constrói-se um segundo quadrado. 
Sendo a soma das áreas dos dois quadrados igual a 1386,75mº, pede-se o lado 
do primeiro quadrado. 

16. Quanto mede o lado de um quadrado cuja área é equivalente à de 
um A que mede 11,5m de base e 18m de altura? 

17. Quanto mede o lado de um quadrado cuja área é equivalente à 
de um A equilátero cujo lado mede 5m? - : 

18. Um retângulo mede 25m de base e 12m de altura. O lado de um 
quadrado mede 4,2m. A área de um À é média geométrica das áreas do retân- 
gulo e do quadrado. Sendo a base do A igual a 12,35m, pede-se a altura. 

19. O raio de uma O mede 1,5m. Calcular a área do quadrado ins- 
erito e a do quadrado circunscrito à mesma 

20. O lado de um quadrado mede 3,8m. Unem-se os meios dos lados 


. consecutivos dêste quadrado, formando-se assim um segundo quadrado do 


qual se pede a área. Estabelecer, de um modo geral, a relação existente entre 
as duas áreas. 
21. Calcular a área de um losango cujas diagonais medem 7,5m e 4,2m. 
22. A soma das diagonais de um losango é 5,2m e elas são proporcionais - 
aos números 5 e 8. Pede-se a área do losango. $ 
23. O perímetro de um losango mede 41,7m e uma das diagonais, 18m. 
Pede-se a área. i EaD E Ê 
24. A área de um losango é de 360m?. Uma-das diagonais mede 40m. 
Calcular o lado do losango. a: 
25. O lado de um losango mede 42m e um dos 4 agudos, 60º. Calcular 
as diagonais e a área do losango. 
26. A altura de um losango mede 0,8m. Calcular o lado, sabendo que 
a área do losango é equivalente à área de um A que tem 2,2m de base e 1,8m 
de altura. 
27. Calcular a área de um [J no qual dois lados adjacentes medem 
respectivamente 15m e 7m e formam um Z de 45º. 
-= 28. Calcular a área de um/7 no qual dois lados adjacentes medem 
respectivamente 24m e 18m e formam um £ de 60º. 
"929. Calcular a área de um LJ no qual dois lados adjacentes medem 
respectivamente llm e 6m e formam um Z de 135º. ea 
30. Calcular a área de um L7 no qual dois lados adjacentes medem res- 
pectivamente 26m e 15m e um dos 4 obtusos é igual a 5 vêzes um dos 4 agudos. 
31. Calcular a área de'um ¿J no qual dois lados adjacentes medem 
respectivamente 30m e 18m e a projeção. do menor sôbre o maior mede 3m. 
32. As duas bases de um trapézio medem 11,7m e 6,5m; a altura mede 
4,2m. Pede-se a área. 
33. A área de um trapézio é igual a 36,84m?. A altura mede 6m. Cal- 
cular as duas bases sabendo que sua diferença é de 4m. 
34. Calcular a altura de um trapézio que tem 37,56m? de área e cujas 
bases medem respectivamente 15,7m e 9,6m. 
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35. Calcular a área de um trapézio isósceles no qual a base maior e um 
dos lados oblíquos adjacentes medem respectivamente 40m e 32m e formam 
um Z de 60º. 

36. As bases de um trapézio medem 5,2m e 4,1m. Os lados não || medem 
3,4m e 2,5m. Pede-se a área. . 

37. As duas bases AB e CD de um trapézio ABCD medem respectiva- 
mente 36m e 28m e a altura tem 12m. Prolongam-se os lados não | AD e BC 
até se encontrarem em um ponto E. Calcular a área do A ABE. 

38 A base de um A mede 47m e a altura, 56m. Por um ponto. tomado 
ua altura, a 30 metros do vértice oposto à base, traça-se uma || à base. Fica 
assim o A dividido em duas partes, um trapézio e um À. Pede-se a área do 
trapézio. < ' 7 

39. A`base menor de um 'trapézio é igual a 3/8 da maior; a altura do 
trapézio representa.2/11 da soma das bases; a área do trapézio é de 275m2. 
Calcular as duas bases e a altura. 

40. O lado de um À equilátero é igual ao lado de um quadrado, e a 
soma das áreas destas duas figuras é de 36m?. Calcular o lado do quadrado. 

41. Um trapézio isósceles está circunscrito a uma O e tem 80m? de área. 
A soma das bases é de 20m. Calcular os quatro lados do trapézio. ` 

42. Um' trapézio e um retângulo têm a mesma área e a mesma altura. 
As bases do trapézio medem respectivamente 15,3m e 9,6m; a altura mede 
7,5m. Pede-se. a base do retângulo. h 

43. O perímetro de um trapézio 'isósceles mede 156m e.as bases me- 
dem respectivamente 70m e 50m. Pede-se a área. dêste trapézio.. 

44. Um trapézio tem 4,6m de altura, e o segmento que as diagonais 
determinam na mediana, 1,5m. Sendo a-área do trapézio de 73,60m?, calcular 
as duas bases do mesmo. i ’ 


45. A base maior de um trapézio tem- 125m. Os lados não || formam . 
com esta base 4 respectivamente iguais a 60° e 45°, O trapézio tem 30m de ` 


altura. Pede-se a área. 
j 46. As duas bases de um trapézio međem respectivamente 36m e 25m. 
“A altura do trapézio mede 13m. Divide-se o trapézio em duas partes, traçando- 
-se uma || MN à Base maior. Sendo a altura do trapézio inferior igual a 5m, 
pede-se a área de cada um dos trapézios. A 

47. Calcular a diagonal de um quadrado cuja área é igual à soma das 
áreas de dois quadrados cujas diagonais medem respectivamente 5m e 7m. 


Exercícios. Série LII. A área dos polígonos regulares 


1. Demonstrar que a área de um dodecágono regular inscrito, numa O 
de raio r, é igual a 3r2, 

2. Demonstrar que a área de um octógono regular inscrito, numa O 
de raio r, é igual a 252 4/2, pe 

3 A área de um hexágono regular inscrito é de 414m?. Calcular o lado 
do hexágono. 

4. Calcular a área de um dodecágono regular inscrito cujo lado mede 
15m. 
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. 5. Calcular a área de um octógono regular inscrito em uma O cujo 
raio mede 10m. ; 
R 6. Calcular a área de um decágono regular inscrito em uma O cujo 
raio mede 12m. 4 
7. Calcular a diferença entre as áreas de um A equilátero e de um 
quadrado, ambos inscritos em uma cujo diâmetro mede 30m. 
8. O lado de um hexágono regular mede 15m. Pede-se a área. 
9. O lado de um decágono regular mede 20m. Pede-se a área. 
i 10. O raio de uma O mede 8m. Calcular a área do hexágono regular 
eircunscerito. i l . 
H. Demonstrar que a área de um hexágono regular circunscrito é igual 
a.4/3 da área do hexágono regular inscrito na mesma O. (Fazer r = 1) 
12. Determinar a razão das áreas de um A equilátero e de um hexá- 
gono regular inscritos na mesma, 
13. Um hexágono regular tem 400m? de área. Pede-se o lado; o apótema 
e o raio da circunscrita. AS 
14. A área de um quadrado inscrito é de 17,222 5m?. Pede-se o lado, o 
apótema e o raio da O circunscrita. à $ 
15. A área de um A equilátero inscrito é 48 V3. Pede-se o lado, o apó- 
tema e o raio da O circunscrita. "7 
16. A área de um idodecágono regular inscrito é de 54,75m?. Calcular 
a área de um quadrado inscrito na mesma i 
. 17. Um À equilátero e um hexágono estão inscritos em uma O cujo 
raio mede 1,5m. Pede-se a diferença entre as áreas dos dois polígonos. 
, 18. A área de um hexágono regular é igual à área de um quadrado cuja 
diagonal mede 2,5m. Calcular o perímetro do hexágono. $ 
19. A'altura de um A equilátero é V48. Constrói-se um quadrado egii- 
valente a êste A Tomando como raio a diagonal do quadrado, traça-se 
uma O na qual se inscreve um octógono regular. Calcular o lado dêste octógono. 
20. A área de um A equilátero inscrito é 10 V3; Calcular a área do 
dodecágono regular inscrito na mesma i 


21. A área de um octógono regular é igual a 200 V2. Calcular o raio 


“da O inscrita e da circunscrita. 


22. Um círculo tem 254,469 6m? dé área. Pede-se a área de um hexá- 
gono regular inscrito neste mesmo círculo. 
28. O lado de um À equilátero mede 40m. Pede-se a área do círculo 
circunscrito e a do inscrito. É 


Exercícios. Série LHI. A área do círculo 


~ Calcular o comprimento da O cujo raio mede 4,15m. 

Calcular a área de um círculo cujo raio mede 2,5m. 

Calcular o raio de uma O cujo comprimento é de 360m. 

Calcular o raio de um círculo cuja área é de 36,25m'?, 

O número que mede a área de um círculo é igual a 12,4 vêzes vo 
número que mede o comprimento da O do mesmo círculo. Pede-se o raio. 
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6. O raio de uma O mede 5,3m. Calcular a área do quadrante e do 
oitante. 

7. Um segmento retilíneo AB mede 3,6m. Pelo ponto €, meio de AB, 
traça-se CD L AB. Sendo CD = 1,2m, calcular o comprimento da Oque 
passa pelos pontos A, B e D, e a área do círculo correspondente. 

8. A área de um círculo é de 800m?. Calcular o comprimento da O. 

9. O comprimento de uma O é de 500m. Pede-se a área do círculo. 


3 15% 
10. O comprimento de uma O é igual à SD Pede-se a área do círculo. 


11. A área de um hexágono regular inscrito é de 48,36m?. Pede-se a 


área do círculo. 
12. O raio de uma O tem 9m. Calcular a diferença entre as áreas do 


círculo e do hexágono regular nele inscritos. 
13. Os raios de duas O concêntricas medem respectivamente 3,4m e 
4,5m. Pede-se a área da coroa. $ j . 
14. Uma coroa tem 48,36m* de área e 0,8m de largura. Pedem-se os 


raios das duas 
15. Duas O são concêntricas. O raio da menor tem 5m. Uma corda 


da maior, tangente à menor, tem 6m. Calcular a área da coroa. 
16. A área de uma coroa é de 40m?. Sendo o raio da O menor igual à 


3m, pede-se a largura da coroa. 
17. Duas O são concêntricas; uma corda da maior é tangente à menor 


e mede 12m. Pede-se a área da coroa. ` ms ue 
18. O raio de uma O -mede 15m. Calcular a área de um setor com 


23º 20' 30”. A 
19. A área de um setor é de 48m? e o raio mede 12m. Quantos graus 


tem. o arco do setor? s 
20. A área de um setor é de 60m? e o arco do setor tem 15º 20' 40”. 


Pede-se o raio. À 
91. Calcular à área de um setor cujo raio mede 18m e cuja base mede 


4,5m. 


3m. Calcular o raio. 


23. Os raios de duas O concêntricas medem respectivamente 7m e 10m. 


Pede-se a área do setor de coroa com 36º. 
94. Calcular a área do segmento de 30º, numa O cujo raio mede 12m. 
25. Calcular a área do segmento de 60º, numa O cujo raio mede 15m. 
26. Calcular a área do segmento de 45º, numa O cujo raio mede 18m. 
27. O raio de uma'O mede 40m. 'Traça-se uma segunda O concêntrica 
à primeira; esta divide o circulo maior em duas porções equivalentes. Cal- 
cular o raio da segunda O. 
28. As áreas de dois círculos estão entre si como 5 está para 80. Sendo 
o raio do menor igual a 2,4m, qual é o raio do maior? 
29. Os comprimentos de duas O estão entre si como 7 está para 91. 
Sendo o raio da menor igual a 5,2m, qual é o raio da maior ? 


22. A área de um setor é de 80m? e o arco que lhe serve de base mede: 


pm 
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S E E 


NOTA 





As soluções dos exercícios dados neste compêndio podem ser 
encontradas nos antigos livros de exercícios do mesmo autor, de 
acôrdo com as indicações que se seguem. 


` 


Série 


1 į Soluções ao cuidado do estudante. 
> 21E M. 5º. série 14, pág. 20 (1) 
> 3 ! Soluções ao cuidado do estudante. 
> 4 ! E. M. 2.ºA., série 65, pág. 79 (2) 
>» 51 >» > 66 >» 81 
> 64 > > 67 >. 85 
so A > > 68 > 87 
> 8 l > > 69 > 90 
> 9 l > > 70 > 20 
> 101 > > 71 >œ 91 
> 1i! > > T2 > 94 
> 12! > > 73 > 95 
> 13 H E. M. 32A., > 11 > 19 (3) 
> 14 i Soluções ao cuidado do estudante. 
> 151 E. M. 39A., série. 13, pág. 24 
xo 16r => > l4 > 26 Mi 
quo ao , 15 > 29 
> 18 H » > 16 >» 30 
> J9 LE. M. 2ºA., > > 6 > 5 
> 201 E. M. 32A., > 6 > 11 (4) 
(1) EM. 5.ºA. significa Exercícios de Matemática, Quinto Ano. 
(2) E. M. 29A. > > > > , Segundo Ano. 
(3) E. M. 3ºA, > > > » , Terceiro Ano. 


(4) Foram suprimidos os exercícios 11, 12, 21 e 22. 
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Série 21 | E. M. 3.ºA., série 20 e 21, pág. 33 e 35 ! 
ad > > 23 so é y 
> ` 23 ! > > 24 > 37 i 
> 2414 > > 25 > 38 - 
> 25] » > 26 > 38 
> 26! > > 2» 29 
» 27! > > 28 >œ 40 aE h 
> 28 l > > 29 a 4l JF, 
> 201 = > 30 > 42 AMA ss 
> 30! à 3 3i 44 T 
> 31! > > 32 > 45 ; 
> 32l, > > 3 >œ 45 
> 331 > > 34 œ 51 
>`* 341 > > 37 » 5l 
a g5 > > 38 > 52 E 
» 861 > > 40 > 55 
> 871 > > 4l >œ 58 (5) 
> 38 ! o > > 00 > 00 
> 394 E. M. 4.ºA., > de, > 1(6) 
» 403 = > 4 > 3 7 
> 41] > > 5 > 4 i 
» 42 ] > » 6 Bis 9 
» 43 1 E. M. 304, > 52 > 105 i 
» 44 l > > 53 >œ 109 (n.os: 1 a 19) 
Ea a Eana aP 5 109 (n.os 20 a 45) 
> 461 o » São > sa 
x 47i 3 > 55 œ> 127 
po ATE M AN a W E” 
> 491] , ; 12 °’ 31 
> 50i 3 , o 36 
> 51l! , > l4 > 40 f 
> 52! > > l 46 
> 531 > » 16 > 49 


(5) Exectuando os exercícios 1 a 32, e o n.º 70. 
(6) E. M. 404A, significa Exercicios de Matemática, Quarto Ano, | j 





